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1. Asetetaan φ(f) =
∫ 1

0
s−1/4f(s)ds kaikilla f ∈ L2(0, 1). Näytä, että φ on

jatkuva lineaarinen kuvaus L2(0, 1) → K. [Muistutus: Hölderin epäyhtälö
Lp-avaruuksissa.]

2. Olkoon 1 ≤ p <∞. Todista Lp-avaruuksien Minkowskin epäyhtälö:

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p, f, g ∈ Lp(Ω).

[Tapauksessa 1 < p < ∞ imitoi Lauseen 2.22 todistusta ja käytä Hölderin
epäyhtälöä Lp-avaruuksissa. Tapaus p = 1 on suoraviivaisempi.]

3. (i) Osoita, että
sup

t∈[0,1]

|f(t)| = ess supt∈[0,1]|f(t)|

kaikilla jatkuvilla (reaaliarvoisilla) kuvauksilla f ∈ C(0, 1). Päättele, että
C(0, 1) ⊂ L∞(0, 1) on suljettu (vektori)aliavaruus.
(ii) Näytä, että inkluusio C(0, 1) ⊂ L∞(0, 1) on aito tutkimalla esimerkik-

si välin I = [0, 1/2] karakteristista funktiota χI . [Muista, että avaruudessa
L∞(0, 1) samaistetaan sellaiset funktiot, jotka poikkeavat toisistaan nolla-
mittaisessa joukossa.]

4. Olkoon E,F Banachin avaruuksia, ja T : E → F sellainen jatkuva lineaa-
rinen kuvaus, että ‖Tx‖ ≥ c‖x‖ kaikilla x ∈ E jollakin c > 0. Näytä, että
T on injektio ja että kuvajoukko T (E) = {Tx : x ∈ E} on F :n suljettu
vektorialiavaruus. [Apu: voit tarkistaa, että T (E) on täydellinen.]

5. Määritellään kuvaus f : B`2 → `2 asettamalla

f(x) = (
1

2
(1− ‖x‖2), x1, x2, . . . ), kun x = (xk) ∈ B`2 ,

missä B`2 = {x = (xk) ∈ `2 : ‖x‖2 ≤ 1} on avaruuden `2 suljettu yksik-

köpallo. Näytä: (i) f(B`2) ⊂ B`2 , (ii) ‖f(x) − f(y)‖2 ≤
√

5
2
‖x − y‖2 kaikilla

x, y ∈ B`2 , (iii) ei ole olemassa sellaista jonoa x ∈ B`2 , että f(x) = x.

1. kurssikoe järjestetään viikon 11 aikana (15.-19.3) väliviikon jälkeen. Tar-
kempi ajankohta ilmoitetaan vähän myöhemmin.


