Seuraavana tavoitteena on laskea nelickuntien luokkalukuja ja luokkaryh-
miéd. Kaydadn kuitenkin muutama tulos ennen téaté erityisesti yksikésitteises-
td ideaaleihin jaosta.

Ideaaliluokkaryhmé on Abelin ryhmé ja sen kertaluku on aina &arellinen.

Palataan vield joihinkin tuloksiin, joita tarvitsemme jatkossa, mutta joit-
ten todistaminen télla kurssilla on liian teknisté ja tyolésta.

Lemma 2.47. Jos A ja B ovat nollasta eroavia ideaaleja kokonaislukujen

renkaassa Op, silloin N(AB) = N(A)N(B).

Jos N(I) = p, missd p on tavallinen alkuluku, silloin I on alkuideaali.
Toisin péin tadma ei valttamatta ole totta. Kuitenkin jokaiselle alkuideaalille
P on totta, ettd N(P) = p".

Vaikka seuraavaa lausettakaan emme ehdi todistaa, kiiydaan seuraavaksi

Lause 2.48. Olkoon K lukukunta, jonka kokonaislukujen rengas on Op.
Mikd tahansa aito ideaali I C O voidaan kirjoittaa alkuideaalien tulona
I =P P...P.. Timd tekijorhinjako on yksikdsitteinen lukuunottamatta te-
kigoiden jarjestysta.

Viela tarvitsemme Dedekindin lauseen alkuideaalien (p) hajoamisesta laa-
jennuksissa.

Lause 2.49. Olkoon K = Q(«), missi o € Ok ja a:n minimipolynomi on
m(z) € Zlz], ja sen aste on n. Jos p ei jaa [Of : Z[a]] ja m(z) := m(x)
mod p hajoaa

m(z) = [ [ g:(x)"
i=1
missd kaikki g; ovat erillisid ja jaottomia, silloin
1. P, = (p,gi(a)) on Og:n alkuideaals.
2. Kaikki alkuideaalit Py, ovat erisuuria.
3. Alkuideaalin normi N(P;) = pi missi f; on gi:n aste.
4. (p) =1Lz P

Esimerkki 2.50. Olemme jo moneen kertaan néhneet, ettd renkaassa
Z[\/—5] el ole yksikésitteista tekijoihinjakoa, silla

6=2x3=(1-vV-5)(1+vV-5).
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Ideaalien tasolla kirjoitetaan sama
(6) = (2)(3) = 1 =v=5)(1+V=5).

Olkoon P, = (2,1 ++v=5), P, = (2,1 —v/=5),Q1 = (3,1 4+ /-5),Q, =
(3,1 —+/=5), missi (o, 8) :== {ra+sB:r,s € Og}. Nyt

joten PPy = (2). My6s N((2)) = Nkg(2) = 4, joten N(P)N(P,) = 4.
Lisiksi helppo lasku osoittaa, ettd a = b mod 2 silloin kun a + b\/—5 € P,
kunhan P; # Og. Padttelemme siis, ettd N(P;) = N(P,) = 2. Samalla lailla
(3) = (9,6) € Q1Q2 C (3,6) = (3), joten @1Q2) = (3) ja N(Q1) = N(Q2) =
3. Téstéd seuraa, ettd Py, Py, 1, Q2 ovat kaikki alkuideaaleja. (Itse asiassa
P, = Py, esimerkiksi 1 — /=5 =2-1—1(1 + /-5)).

On my6s niin, ettéd (1 4++/—=5) € Py, Q1 ja (1 —/=5) C P, Q. Normien
tarkastelu osoittaa, etti (1++/—5) = PiQ; ja (1 —+/=5) = P»Q,. Niin ollen

(2)(3) = (14+v—5)(1—+/—5) onkin alkuideaalien tulona P, P,Q1Q2 = P1QP2Q-,

mik4 osoittaa, ettéd vaikka hajotelma jaottomiin alkioihin on eri, alkuideaalien
tulo on sama.

Koska normeja on yleensa tavattoman hankala laskea ideaaleille, yleensa
riittda etsid niille joku hyvé yléraja.

2.7 Minkowskin raja

Téasséd kasittelemme Minkowskin rajaa, ja miten sen avulla voidaan laskea
luokkalukuja. Kappaleen térkein anti on itse tulos, mutta yritdn myos hah-
motella, misté raja tulee, silld se antaa térkeén esimerkin "lukujen geomet-
riasta". Lukujen geometria on ollut hyddyllinen tapa hahmottaa kokonaislu-
kujen joukkoa, vahén niin kuin teimme Eukleideen alueen todistuksissa.

Maaritelladn ensin hila, perusalue, ja tilavuus.

Olkoon {vy,vs,...v,}, mikd tahansa kanta R™:lle. Tadméa kanta virittda
hilan L = {ajv; + aguy + - -+ + a,v, : a; € Z}. Hila on R™:n additiivinen
aliryhma. Hilan perualue on D = {ayv; + aguy + - -+ + a,v, : a; € [0,1)}, ja
jokainen v € R" voidaan yksikéasitteisesti kirjoittaa muotoon v = u+w, jossa
ue LjaweD.

Oletetaan, ettd v; = Z;;l a;jej, jossa {ei,...,e,} on R™ standardi kan-
ta, télloin voimme médritelld perusalueen tilavuuden Vol(D) := |det(a;;)|.
Huomaa myds, ettd Vol((D)?) = det(v; - v;), koska se on matriisin (a;;)(a;;)*
determinantti.
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Tehtéva 1. Todista, ettd Vol(D) ei riipu Z-kannan valinnasta hilalle L.

Lemma 2.51 (Blichfeldt). Olkoon L hila R™:ssd, ja olkoon S rajoitettu ja
mitallinen R™:n osajoukko, jolle pitee Vol(S) > Vol(L). Silloin on olemas-
sax,y €S, missi x #y jax—yeE L.

Maaritelma 2.52. Kutsumme S C R”™ kuperaksi, jos
r,y€ S,0<A<1I= X+ (1-ANy€eS.
S on symmetrinen origon suhteen, josx € S = —xr € S.
Nyt voimme esittad Minkowskin kuperan alueen lauseen.

Lause 2.53. Olkoon L hila R":ssd. Ja S rajoitettu, mitallinen R™:n osajouk-
ko, joka on sekd kupera ettd symmetrinen. Jos Vol(S) > 2"Vol(L), silloin
on olemassa v € L\ {0}, missiv € S.

Huomaa, ettd jos S on suljettu, ja néin ollen kompakti, riittda, etta
Vol(S) > 2"Vol(L).
Esimerkki 2.54. Todistetaan toisella tapaa, ettd jos p =1 mod 4, silloin on
olemassa z,y € Z, joille pitee p = 22 + y?. Tieddmme, etti <’71) =1, joten

on olemassa s, jolle pitee s2 = —1 mod p. Jos p = 2% +4?, silloin 22 +9% =
mod p, joten (z/y)? = —1 mod p. Néin ollen z = sy mod p. Etsimme siis
pienté kokonaislukuratkaisua kongruenssiin x = sy mod p. Téllaiset pisteet
muodostavat hilan L avaruudessa R?. Saamme

r=sy modpsr=sy+pz,zeZ< (xr,y)=1y(s,1)+z(p,0).

Siispa {(s, 1), (p,0)} on kanta hilalle L, ja

(i)

Olkoon C' kiekko 22 + y? < 2p, jonka side on /2p. Joukko C on selviistikin
kupera ja symmetrinen origon suhteen ja sen tilavuus on

Vol(L) =

Vol(C) = m(\/2p)* = 27p > 2°p = 2*Vol(L).

Néin ollen Minkowskin lauseen perusteella on olemassa nollasta poikkeava
v € L, joka on myds v € C. Oletetaan, ettd v = (x,y). Koska v € L, saamme
x = sy mod p, ja niin ollen 22 +y? = 0 mod p. Toisaalta v € C tarkoittaa
sitd, ettd 22 + y? < 2p, joten 22 + 3% = 0,p. Koska v # 0, on pakko olla
22+ y2 =Dp.
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Sovelletaan nyt naitd algebrallisiin lukukuntiin. Olkoon [K : Q] :=n =
r 4 2s, jossa r on reaaliupotusten o; : K — R mééra ja s kompleksikonju-
gaatti upotusparien méérd o;,0; : K — C.

Jos K = Q(v/D), olemme jo nihneet, etti on olemassa joko kaksi reaa-
liupotusta tai yksi kompleksikonjugaattipari.

Lause 2.55. Olkoon I <1 Ok nollasta eroava ideaali. Silloin on olemassa
nollasta eroava o € I, jolle pdtee

|Normpg ()| < cxN(I),

missa AN
n!
cx = (3) 5 VI
on Minkowskin vakio lukukunnalle K.

Lause 2.56. Mikd tahansa ideaaliluokka ¢ € Cg sisdltdd ideaalin J, jolle
patee N(J) < cg, eli

N(J) < (%)Z—'\/m

Todistus. Olkoon I miki tahansa ideaali kilinteisideaaliluokassa c1. Tiede-
téén, ettd on olemassa nollasta eroava o € I, jolle | N g(av)| < cxN(I). Kos-
ka () C I, vaistdméttd I | («), joten on olemassa ideaali J, jolle IJ = («).
Suhteet I € ¢! ja IJ = (a) johtavat siihen, etti J € ¢, ja néin ollen [J] = c.
Edelleen N(I)N(J) = N(IJ) = |Nkg(a)| < cxgN(I), joten N(J) < cg. O

2.8 Luokkaryhman ja luokkalukujen laskeminen Min-
kowskin rajan avulla.

Olkoon ¢ mikéd tahansa ideaaliluokka. Silloin on olemassa J € ¢, jol-
le N(J) < ck. Kirjoitetaan J alkuideaalien tulona J = P;...P;. Kos-
ka normi on multiplikatiivinen, N(P;) < ¢k jokaiselle 7. Té&mén lisdksi
c=1[J] =[P...P] = [P]...[Ps]. Joten ¢ on ryhméssi, jonka ovat virit-
taneet alkuideaalit, joiden normi on korkeintaan cy. Néin ollen, ideaaliluok-
karyhmaé itse on viritetty alkuideaalien luokilla, joiden normi on korkeintaan
Ck.

Tavoitteenamme on siis 10ytasd virittajat ideaaliluokkaryhmélle. Huoma-
taan, ettd alkuideaalit, joiden normi on < cx ovat ideaalien (p) tekijoité,
missd p € N on alkuluku ja p < cg. Dedekindin lauseen perusteella, kaikki
tallaiset alkuluvut p, voidaan hajottaa alkuideaaleiksi, jotka sitten antavat

27



taydellisen virittajajoukon ideaaliluokkaryhmaélle. Téma ei kuitenkaan riita,
silla alkuideaalien vélilla voi olla suhteita. Jotkut néaistd on helppo 16ytéaa al-
kulukujen alkuideaalihajotelmista, koska ndmé ovat aina paiideaaleja. Toi-
set voidaan 16ytdd hajottamalla péadideaaleja («r), jotka on virittdnyt joku
a € Og, jonka normi on pieni.

Osoittaaksemme, etté 16ydetty suhteitten joukko on taydellinen, on syyté
todistaa, etté sopivat virittdjien yhdistelmét eivit ole padideaaleja. Yleisesti
ottaen, tdméa voi olla todella hankalaa, mutta kompleksisille neliokunnilla
voidaan todistaa, ettd ideaali I on ei-pddideaali 16ytamallé kaikki alkiot o €
Ok, joiden Normg g(a) = N(I), ja tarkistamalla, onko I = (c) vai ei. Jos K
on kompleksinen nelibkunta, on olemassa vain darellisen monta vaihtoehtoa
sellaisille a:oille, joiten normi on sama kuin /:n normi.

Esimerkki 2.57. Valitaan K = Q(v/=5), joten O = Z[\/—5]. Tiedimme
jo, ettd hx > 1. Nyt todistamme, ettd hx = 2. Laajennuksen aste on 2, ja
kunnasta Q(v/—5) on kaksi kompleksikonjugaattiupotusta kuntaan C, joten
s =1 jar = 0. Diskriminantti on A%(K) = —20. Néin ollen

CKZQ_!(%)@_M<3

22

Joten mikd tahansa ideaaliluokka sisdltédd ideaalin, jonka normi on kor-
keintaan 2, ja Ck:n virittavét luokat alkuideaaleja, joitten normi on korkein-
taan 2. Nyt (2) = P2, missi P, = (2,1 ++/=5) ja N(P,) = 2. Siis [P,]
virittdd Cm. Lisiksi Py = (2), joten [P)? = [(2)] = [Ok], miki on Cg:n
identiteetti. Ndin ollen Ck on syklinen ja sen kertaluku on 2, joten hx = 2.

Esimerkki 2.58. Seuraavaksi katsotaan tapausta K = Q(v/—6), missé
O = Z[v/—6], missi n = 2,7 = 0,s = 1 ja A?(K) = —24. Minkowskin

raja on
21 /4 4
C’K:—<—> V2 = f ~3,1.
7

92
Néin ollen ideaaliluokkaryhmén virittavat alkuideaalit P, joille N(P) < ¢k,
miké tarkoittaa sité, ettéi N(P) = 2 tai 3.

Minimipolynomi z? + 6 = 2? rnod 2, joten (2) = PZ, missd Py :=
(2,4/—6). Samalla lailla 2> + 6 = 2° mod 3 joten (3) = P2, missi P3 :=
(3,/=6). Nyt N(P,) =2 ja N(Ps) = 3, kummankin haaroittumisindeksi on
2. Tésta seuraa, ettd ideaaliluokat [Ps] ja [Ps3] virittavit ideaaliluokkaryhmén
Ck. Vield on syyta kuitenkin tarkistaa, onko olemassa mitaén suhteita, jotka
nama ideaaliluokat toteuttavat, ja tarkistaa mycs kummankin aste.

Jos P, on piiideaali, silloin P, = (z + yv/—6), missi z,y € Z. Kun
otetaan normi kummaltakin puolelta, saadaan 2 = |22 + 6y?|, mikéi on tiysin
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mahdoton yhtélo. Samalla tavalla P; ei ole padideaali. Tama tarkoittaa, etta
[Ps], [Ps] # [Ok| ryhmissid Ck. Koska kuitenkin P§ = (2) téstéd seuraa, ettd
[P»]? = [Ok] ja samoin [P3)* = [Ok].

Seuraavaksi huomataan, ettd /—6 = v/—6 - 3 — 2/—6 € P,P;. Koska
Nk o(v/—6) = 6, pidtellidn (v/—6) = PPy, joten [P)][Ps] = [Ok] ja niin
ollen [P3] = [P,]™! = [P,] ja lopulta C'x on syklinen, ja sen kertaluku on 2,
virittdjandén [P)].

Esimerkki 2.59. Etsitdin kaikki kokonaislukuratkaisut yht#loon y? + 54 =
23. Témé on elliptinen kiyré.

Aloitetaan parillinen /pariton tarkastelulla. Olkoon z,y € Z ratkaisu. Jos
y on parillinen, silloin 2> = 54 = 2 mod 4, mikd on mahdonta. Jos 3 | v,
silloin 3 | x, jos asetetaan x = 31 ja y = 3y, saadaan y? + 6 = 3z°.
Joten 3 | y1, ja kun kirjoitetaan y; = 3y, saadaan 3y3 + 2 = z. Mutta
3y +2=2or5 mod 9, mistd seuraa, etti 23 = 0,1 or 8 mod 9. Tami on
lopulta ristiriita, joten (y,3) = 1.

Téstéd seuraa ensin, ettd (y,6) = 1 ja myds (z,6) = 1.

Hajotetaan yhtalo nyt ideaaleihin

(y +3vV=6)(y — 3v/—6) = (2)*.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd vasemman puolen tekijiat ovat suhteellisia alku-
lukuja.

Jos on olemassa alkuideaali P joka jakaa kummankin tekijén, jakaa se
myds niiden erotuksen (y +3v/—6) — (y — 3v/—6) = 61/—6, joten 61/—6 € P.
Koska /—6 = P,P3, jakaa P | PJ P}, joten P voi olla ainoastaan alkuideaali
P, tai Ps. Kuitenkin P | (y + 3v/—6) tarkoittaa sitd, ettid P | (z)® ja kun
tarkastelemme normeja N(P) | 2% mikid on mahdotonta, silli (z,6) = 1.
Siispd (y + 3v/—6) ja (y — 3v/—6) ovat suhteellisia alkuideaaleja renkaassa
Ok . Koska ideaaleilla on yksikésitteinen tekijoihinjako, véistamatté

(y+3vV-6) =1

jollekin ideaalille I. Koska I* on padideaalia, [I]* = [Ok], eli identiteettialkio
Ckssa. Toisaalta tiedetéén, ettd hx = 2, joten [I] = [Ok]. Néin ollen I on
padideaali ja I = («), jollekin o € Ok-.

Tistd seuraa, ettd (y + 3v/—6) = (a)?, joten y + 3v/—6 = ua®, missi u
on yksikkd. Toisaalta ainoat yksikit renkaassa O = Z[v/—6] ovat u = +1
ja kumpikin naistd on jo kolmansia potensseja, joten

Y+ 3v—6 = (ua)® = [a + bv/—6]>.

Nyt kun kerrotaan oikea puoli yhtalosta auki, ja verrataan kertoimia kummal-
lakin puolella, saadaan y/—6:n kerrointen perusteella yht#ls 3 = b(3a? — 6b%),
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misit seuraa, ettd 1 = b(a® — 2b%) Joten b = —1 ja a®> = 1 antaa

y = a® — 18b%a = a(a® — 18b?) = +£17. Kun y = £17 ainoa mahdollinen
xr =T, joten lopullinen ratkaisu on x =7,y = £17.

2.9 Imaginaariset neliokunnat

Imaginaériset nelickunnat ovat niitd, joissa kunnan diskriminantti on nega-
tiivinen luku. Itseasiassa, téssd tapauksessa kaikki sellaiset kunnat, joiden
luokkaluku on hx = 1 ja K = Q(v/d) ovat

de{-1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163}.

Jos d € {—19,—43, —67, —163} kokonaislukujen rengas O ei ole Eukleideen
alue.

2.10 Reaaliset neliokunnat

Yleisesti ottaen uskotaan, ettd renkaassa Ok on yksikésitteinen tekijoihinjako
adrettoman monelle reaaliselle nelickunnalle. Tdéma& on kuitenkin toistaiseksi
avoin ongelma algebrallisessa lukuteoriassa.
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