Algebrallinen lukuteoria: IV Neliokuntien luokkaluvut ja
niiden sovelluksia

1.

Olkoon {vy, v, ..., v,}, mikd tahansa kanta R™:lle. Tamé& kanta virittaa
hilan L = {ayv; + agvy + -+ + a,v, : a; € Z}. Hilan perualue on
D = {ayv; + asvy + - -+ + ayvy, : a; € [0,1)}, perusalueen tilavuus on
Vol(D) := | det(a;;)|. Todista, ettd Vol(D) ei riipu Z-kannan valinnasta
hilalle L.

. Todista Blichfeldtin lemma: Olkoon L hila R™:ss&, ja olkoon S rajoitet-

tu ja mitallinen R™mn osajoukko, jolle pétee Vol(S) > Vol(L). Silloin
on olemassa z,y € S, missi x #y jaxr —y € L.

Laske luokkaluku hj kunnalle K := Q(v/—23).

. Todista, ettd kunnan K := Q(1/—47) luokkaluku on 5. Osoita, etté jos

x,y € Z, toteuttavat yhtilon y3 = 422 + 47, silloin x = £250.

Etsi kaikki kokonaisluvut X,Y € Z, jotka toteuttavat yhtilén Y2 =
X3 -5

. Tiedetdén, ettd ainoat kompleksiset nelickunnat, joille hy = 1 ovat

K = Q(v/D), missi
De{-1,-2,-3 —-7,—11,—-19,—-43,—67, —163}.
Téata tietoa kiyttden osoita, etta

a) n? +n+ 17 on alkuluku kaikille 0 < n < 15 (ajattele Q(v/—67)).
b) n? +n+ 11 on alkuluku kaikille 0 < n < 9 (ajattele Q(v/—43)).



