II Eukleideen alueet, paaideaalialueet, faktorialueet

Palautetaan 28.1.2010 klo 12 mennessa.

1.

10.

Tarkastellaan rengasta Z[v/2]. Osoita, ettd funktio d(a + bv/2) =
|a> — 2b%| toteuttaa Eukleideen funktion ominaisuudet. Osoita, ettd
renkaassa Z[v/2] on #drettomin monta yksikkétd. [Vihje: 3 + 2v/2 on
yksikko. |

Osoita, ettd renkaan R yksikot muodostavat multiplikatiivisen ryhmén,
ja ettd Z:n yksikot ovat tdsmaélleen +1.

. Todista, ettd rengas Z[z] ei ole padideaalialue, ja paittele, ettd se ei

ole myoskian Eukleideen alue. [Vihje: tarkastele sellaisia polynomeja,
jotka ovat muotoa {ag + a1x + - -+ + a,x"™ : a; € Z, ap parillinen } |.

Osoita, ettd renkaassa Z[v/—5| alkiot 2,3,1 + /=5 ja 1 — /=5 ovat
redusoimattomia. [Vihje: Tarkastele funktiota d(a+by/—5) = a4+ 5b? ]

Edelleen tosita, ettd Z[v/—5]:ssa ei ole yksikésitteista tekijoihin jakoa,
ja paattele, etta se ei myoskadn ole Eukleideen alue eikéd paaideaalialue.
Osoita, ettéd 2 ei ole alkualkio renkaassa Z[v/—5|. [Vihje: mieti alkiota
6.]

Etsi alkutekijéit ideaaleille (3), (5) ja (7) renkaassa Z[y/—5]. Osoita,
ettéd ideaalin (7) alkutekijat eivét ole paaideaaleja.

2mi/3

Osoita, ettd Z[w], missd w = e on Eukleideen alue.

Osoita, ettd, jos f, g # 0 ovat alkupolynomeja padideaalialueessa K [x],
silloin on olemassa polynomit a ja b siten etta

l=af + bg.

Osoita, ettd yhtilslla X2 — 10Y?2 = 42 ei ole kokonaislukuratkaisuja.
Pidttele, etté jos a jakaa seki 2 ettd /10 renkaassa Z[\/ﬁ], silloin av on
yksikko. Osoita myos, etté ei ole mahdollista kirjoittaa o = 264 /107,
jossa 3,7 € Z[+/10].

Renkaat Z[v/6] ja Z[/7] ovat piiideaalialueita. Anna generaattorit nii-
den ideaaleille (3,v/6), (5,4 4+ v/6) ja (2,14 /7). [Vihje: Laske normit
ideaaleille (p, ) osoittamalla, ettd (p) C (p,a) C Ok ja 16ydé alkio
B € Ok, jolla on sopiva normi.|



