Yleisesti jos K = Q(#) ja 6:n minimipolynomi on 2" +c¢, 12" '+ -+ ¢y,
silloin T g(0) = —cn—1 ja Nk jg(f) = (—1)"co. Erityisesti tdstd huomataan,
ettd koska minimipolynomin kertoimet ovat Q:ssa, myo6s jéalki ja normi ovat
Q:n alkioita.

Lemma 2.19. Jos a € Ok, silloin Tr(«), Norm(a) € Z.

Todistus. Olkoon o € Ok, ja m sen minimipolynomi. Minimipolynomi ha-
joaa jossain kunnassa L lineaarisiksi tekijoiksi. Olkoot aq, ..., a, sen juuret.
Némé ovat myos a:n K-konjugaatit ja ne kuuluvat renkaaseen Op. (Juuret
kuuluvat L:&én ja jokainen lineaarinen tekija (z — ;) on kokonaislukukertoi-
minen, néin ollen «; € Op. Koska kokonaisluvut muodostavat renkaan, myos
Trigpgla) =oar+---+a, € Op ja Ngjg(a) = ay ... o, € Op. Toisaalta juuri
todettiin, ettd Trg/g(a), Nk/g(a) € Q, néin ollen Tr(a), N(a) € QN O =
Z. m

Maéritelméa 2.20. o« € O on yksikkd, jos ja vain jos a™! € Ok.
Propositio 2.21. a € Ok on yksikké, jos ja vain jos Ngjg(a) = £1.
Todistus. Olkoon « yksikko. Silloin

N(a)N(a)™' = N(aa™) = N(a) = 1.

Ylldolevan nojalla N(a), N(a)~! € Z, joten molemmat ovat +1.

Toisaalta, oletetaan, ettd N(«) = +1. Olkoot «ay, ..., «a, K-konjugaatit
alkiolle @ = ;. Nyt a(ay ... a,) = 1. Niin ollen o™t = +(ay. .. ay,), joka
on renkaassa Op,. Toisaalta tiedimme, etti o' € K, joten a ' € O, N K =
Ok. O

Viela diskriminantista ja kannoista pari asiaa. Naita tarvitaan, jotta pys-
tymme maarittelemédn kunnan diskriminantin.

Lemma 2.22. A%*(w) = det(Trg/q(ww;)), joten A?(w) € Q.
Todistus. Merkitdan A = (o;(w;)). Silloin

A?(w) = det(AAT) = det(z o (w;)og(w;))
2

= det() _ op(wiw;)) = det(Tryq(wiw;)).

[
Korollaari 2.23. Jos v = {vy,...,v,} C Ok silloin A*(v) € Z.

Lemma 2.24. Jos v = {vy,...,v,} ja w = {wy,...,w,} ovat kaksi kantaa
kunnalle K/Q, ja v; =} cijw;, missi c;j € Q, silloin A(v) = det(C)A(w),

missi C' = (c;j).
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2.5 Ideaalit, jakoideaalit, ideaaliluokkaryhma, luokka-
luku

Tarkastellaan nyt kokonaislukujen rengasta uudelta kantilta.

Lause 2.25. Lukukunnan K kokonaislukujen renkaalla Ok on kokonaislu-
kukanta. Eli on olemassa wy, . ..,w, € Ok joille pitee Ok = {Z] cjwj i c; €

A

Todistuksen saatte kaydéa itse lapi keskiviikon tunnilla olemisen sijaan.
Huomaa, ettd kanta ei ole yksikasitteinen. Yksikasitteisyys menetetaén siiné,
ettd skalaarit muodostavat renkaan eivitkd kuntaa.

Esimerkki 2.26. K = Q(v/D), silloin Og:lla on kokonaislukukanta

{1,v/D} ,D=2,3 mod4
(1,52} D=1 mod 4.

Seuraavaksi méaarittelemme kunnan diskriminantin.

Olkoot v = {vy,...,v,} ja w = {wy,...,w,} ovat kaksi Q-kantaa lu-
kukunnalle K. Tarkastellaan Z-alimoduleita M = (vq,...,v,)z ja M =
(wy, ..., wy)z. Oletetaan, etti v,w C Ok, silloin A%(v), A%(w) € Z, kos-
ka A*(v) = det(Trg/g(vv;). Oletetaan, ettdé N C M. Silloin on olemassa
¢ij € L, joille v; = Zj ¢;jw;. Merkitédén C' = (¢;;). Silloin

|det(C)| = [M : N] =m,
additiivisina Abelin ryhminé. Joten Lemman nojalla
A?(w) = (det(C))*A%(v) = m*A%(v).

Jos M = N, tista seuraa, ettd det(C) = £1 ja A?(w) = A%(v).
Diskriminantti ei siis riipu Z-modulin kannasta.

Maéritelma 2.27. Olkoon M = (wy,...,w,) joku Z-moduli. Olkoon
A%*(M) = A?(w) mille tahansa M:n kannalle w. Kunnan diskriminantti

A?(K) olemaan A?(Og).

Lemma 2.28. Olkoon Ok lukukunnan K kokonaisluvut, ja o € Og. Jos
Nk jo(a) on alkuluku Z:ssa, silloin o on jaoton alkio renkaassa Of .

Todistus. Olkoon av = ~d. Silloin N(a) = p = N(7)N(9) jollekin alkuluvulle
p. Téstd seuraa, ettd joko N(v) tai N(J) = 1, joten toinen niistd on yksikko.
O]
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Huomaa, ettd jaottoman alkion normi ei aina ole alkuluku! Esimerkiksi
renkaassa Z[v/—5] alkio 1++/—5 on jaoton, mutta sen normi on 1?4-5x 12 = 6.

Lause 2.29. Jos p on alkuluku, jap =1 mod 4, silloin on olemassa a,b € Z,
joille p = a® + b?. Kaiken lisiksi tdmd hajotelma on yksikdisitteinen.

Y14 oleva lause on todistettu syksyn 2009 lukuteorian kurssilla. Todis-
tetaan nyt vastaava lause toisen kokonaislukujen renkaan avulla. Valitaan
K = Q(v-2), joten O = Z[y/—2]. Tehtiviipaperissa todistettiin, etti
Z[v/2] on Eukleideen alue, samalla tavalla voidaan todistaa, ettd Z[y/—2]
on Eukleideen alue. Néin ollen silld on yksikésitteinen tekijoihinjako. Normi
on Nig(a+ by/=2) = a® + 2b?, joten ainoat yksikdt ovat 1.

Lause 2.30. Yhtilin y*> + 2 = x3 kokonaislukuratkaisut ovat v = 3,y = +5.

Todistus. Aloitetaan parillinen/pariton tarkastelulla. Jos y on parillinen, sil-
loin x on myds parillinen, mistd seuraa, ettd 8 | 2% = y* + 2. Mutta koska
4 | y*, on mahdotonta, ettd 8 | y> + 2. Joten y on pariton.

Yhtils voidaan hajottaa (y + v/—=2)(y — v/—=2) = 2. Oletetaan, ettd on
olemassa jaoton alkio a joka jakaa seki y + /—2 ettd y — v/—2:n. Silloin o
jakaa niiden erotuksen 2v/—2 = —(v/—2). Toisaalta, v/—2 on itse jaoton
alkio, silld sen normi on alkuku 2. Joten o = ++v/—2. Nyt

aly+vV-2=vV-2y=2]

mika on ristiriita, silld alussa péadteltiin y:n olevan pariton. Néin ollen oletus
siitd, ettd y 4 /—2:114 ja y — v/—2:114 olisi yhteinen jaoton tekiji, ei ole totta.
Yksikésitteinen tekijoihinjako tarkoittaa, ettéd sekd y + /=2 ettd y — v/—2
ovat kuutioita, tai ainakin yksikkoa vaille kuutioita. Koska ainoat yksikot
ovat £1, ja ne ovat kuutioita, ovat y £+ /—2 kumpikin kuutioita. N&in ollen

y+vV-2=(a+bvV=2)
joten
0’ +3a%bv/=2 + 3ab?(—2) + b*(—2)V=2 = (¢’ — 6ab?) + (3a”h — 26°)v/=2,

ja niin ollen b(3a® — 20?) = 1, jonka ainoat ratkaisut ovat b = +1 ja a = +1,
mista seuraa, etta

y = a® — 6ab® = a(a® — 6b%) = +5 jax = 3.
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Lause 2.31. Olkoon K lukukunta, jonka kokonaislukujen rengas on Op.
Mikd tahansa aito ideaali I C O voidaan kirjoittaa alkuideaalien tulona
I =P P...P.. Timd tekijorhinjako on yksikdsitteinen lukuunottamatta te-
kigoiden jarjestysta.

Jos u € O on yksikko, silloin (u) = Ok, ja néin ollen (u)! = I mille
tahansa ideaalille I <t R. Néin ollen tekijéihinjaossa ideaalit nielaisevat yk-
sikoitéa, eiké tarvitse puhua yksikoita vaille madritellysta tekijoihinjaosta jos
ajatellaan sitéd ideaalien avulla.

Jos Ok on pédideaalialue, silloin ylldoleva ideaalien tekijoihinjako suoraan
antaa alkioille yksikésitteisen tekijoihinjaon. Mutta yleisesti ottaen, Ok ei
valttaméatta ole padideaali. Seuraavaksi tarkastellaan tata tapausta.

Maaritelma 2.32. Jos [ ja J ovat nollasta eroavia ideaaleja O:ssa, kir-
joitamme [ ~ J (ja sanomme, ettd I on ekvivalentti J:n kanssa), jos on
olemassa sellaiset «, § € Ok, joille patee I(a) = J(f3).

Lemma 2.33. Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio nollasta eroavien Og:n
1deaalien joukossa.

Todistus. Harjoitustehtava IV /4. O

Maaritelma 2.34. Relaation ~ tuottamia ekvivalenssiluokkia joukossa O,
kutsutaan ideaaliluokiksi. Merkitddn ideaaliluokkien joukkoa Ck:lla. Ideaa-
liluokkien mahtavuus hx = |Ck| on kunnan K luokkaluku.

Propositio 2.35. Luokkaluku hx = 1 jos ja vain jos Ok on pddideaalialue.

Todistus. Olkoon Ok paaideaalialue. Silloin mille tahansa nollasta eroavalle
I 9 Ok, on olemassa o € Ok, jolle I = («). Silloin I(1) = Og(«), joten
I ~ Ok, ja ideaaliluokkia on vain yksi.

Toiseen suuntaan, oletetaan hyxy = 1. Taméi tarkoittaa, ettd jokaiselle
I <t Ok on olemassa «, 3 € Ok, joille
I(a) = Ok(B).

Yhtélon oikea puoli antaa (5):n. Koska § € (), ndhdédén, ettd 8 = aa,
jollekin @ € I. Néin ollen 3/a € I < Og. Viite: I = (a/f). Ilman muuta
(6/a) C I. Toisaalta, myos I C (/a), joten I on padideaali. O

Lemma 2.36. Olkoon I C Ok nollasta eroava ideaali. Silloin I NZ # {0}.

Todistus. Valitaan miké tahansa nollasta eroava o € I. Oletetaan, ettid o +
ag_ 1087t + -+ ag = 0, missii ag # 0. Silloin ay = —afa; + -+ +a®l) €
INZ. O
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Lemma 2.37. Og/I on ddrellinen rengas.

Todistus. Valitaan miké tahansa nollasta eroava a € I NZ. Silloin (a) C I C
Ok. Kuvaus Ok /(a) — Og/I joka kuvaa o + (a) — a + I on hyvinmééri-
telty surjektio. On siis tarpeeksi, jos osoitetaan, ettd Ok /(a) on dérellinen.
Olkoon w = {wy, ..., w,} kokonaislukukanta renkaalle Of. Silloin O /(a) on
isomorfinen Z/(a)™ kanssa, missi n = [K : Q]. Joten |Ox/(a)| = a™ < c0. O

Maaritelma 2.38. Ideaalin I normi on N(I) = |Ok/I|.

Huomautus 2.39. Ideaalien normi on multiplikatiivinen, mutta tdmén to-
distus siirretdan mychempéén ajankohtaan.

Erityisesti padideaalien normit on helppo laskea.
Lemma 2.40. Jos I = (), silloin N(I) = |Ng ()]

Todistus. Olkoon w = {wy, ..., w,} kokonaislukukanta renkaalle O. Silloin
aw = {aws,...,qw,} on Z-kanta ideaalille I = (a). Tédmén kannan de-
terminantti on A(aw) = [[_; 0;() A(w) = Ngjg(a)A(w). Tosin I on Og:n
additiivinen aliryhmé, jonka indeksi on méaaritelmén mukaan N (7). Joten jos
aw; voidaan ilmaista w:n avulla tapaan aw; = > ¢;jw;, missé ¢;; € Z, sit-
ten N (/) = | det(c;;)|. Toisaalta Lemman perusteella A(aw) = det(c;;)A(w),
joten |A(aw)/A(w)] = [Nk /g(a)| = N(I). O

Lause 2.41. Luokkaluku hy on aina darellinen lukukunnalle K.

2.6 Ideaaliluokat muodostavat ryhméan

Lemma 2.42. Olkoot I, J C Ok nollasta eroavia ideaaleja ja JI = I, silloin
J = Og. (O toimii erddnlaisena identiteettialkiona ideaalien ekvivalenssi-
luokkien joukossa).

Todistus. Olkoon {ay,...,a,} ideaalin I kokonaislukukanta. Koska I = JI
on olemassa b;; € J, joille a; = ) b, joten det(b;; — 9;5) = 0. Jos kerro-
taan determinantti auki, kaikki termit lukuunottamatta identiteettimatriisin
ykkosida kuuluvat J:hin. Koska 0 € J, lopulta my6s determinanttiyhtalon
perusteella 1 € J ja néin ollen J = (1) = Ok. O

Lemma 2.43. Jos {0} # [ 9 Ok ja w € K on sellainen, jolla wl C I,
silloin w € Ok.

Todistus. Lemma 2.12 todistaa tdméan suoraan, kun valitaan M = I. O]
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Lemma 2.44. Jos {0} # I, J <10k jaw € Ok on sellainen, ettid (w)I = JI,
silloin (w) = J.

Todistus. Valitaan mielivaltainen 5 € J. Nyt ()] C (w)I, joten (8/w)I C
I. Edellisen lemman perusteella (3/w) € Ok, joten § € (w). Koska 3 oli
mielivaltainen J C (w), joten w™'J < Og. Nyt I = (w™'J)I, joten kahden
lemman takaa saadaan w™'J = Ok, siispd J = (w). O

Propositio 2.45. Kaikille {0} # I <Ok, on olemassa k joka on1 < k < hg
ja I* on péddideaali.

Todistus. Tarkastellaan hx + 1 ideaalin joukkoa {I* : 1 < ¢ < hg + 1}.
Luokkaluvun maéaéaritelmén mukaan jotkut kaksi néistd ovat ekvivalentteja.
On siis olemassa «, 3 € Og, joille (a)I* = (B)I7, ja joten I' ~ [/, missi
i < j. Olkoon k = j — i, ja J = I*. Silloin (a)I' = (3)I'J C BI'. Joten
(a/B)I* C I*. Tamé tarkoittaa, etti a/8 € Ok, ja (a/B)I" = JI, joten
(a/B) = J ja niin ollen J = I* on piiideaali. O

Propositio 2.46. Ideaaliluokat Cx muodostavat ryhmdn. Sen nimi on luok-
karyhmda, ja sen koko on luokkaluku hg .

Todistus. Kahden ideaaliluokan tulo mééritellaan [/] - [J] := [[J]. Td&m& on
hyvin mééritelty. Ideaaliluokka [O| toimii identiteettialkiona, ja assosiatii-
visuus on myos helppo tarkistaa. Lopuksi riittaé tarkistaa kadnteisalkioitten
olemassaolo. Olkoon [/] ideaalin I luokka, ja [Ox] = [(1)] identiteettialkio.
Edellisen lemman nojalla [I] € Ck. Jos I*¥ on péadideaali, silloin [I*7!] on
ideaaliluokan [/] kéénteisalkio. O
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