3 Binaariset neliomuodot

Maaritelma 3.1. Bindarinen neliomuoto on kahden muuttujan toisen asteen
homogeeninen polynomi

flz,y) = az? + bxy + y°.

Toisinaan merkitddn neliomuotoa pelkéstadn kerroinvektorilla f :=
(a,b,c). Itseasiassa téssédkin esityksessd vain (a,b) ovat tarpeen, silld ¢ méa-
raytyy niiden perusteella yksikésitteisesti, kuten myohemmin nahdéaan. Toi-
sinaan kirjoitetaan myds (a, b, *) tai (a, *, *) jos toinen ja/tai kolmas kerroin
ovat joko tarpeettomia, tuntemattomia tai helposti laskettavissa diskrimi-
nantin avulla.

Miiritelma 3.2. Nelismuodon f(x,y) = ax® + bry + cy? diskriminantti
D(f) on
D(f) = b* — 4ac.

Huomaa, ettd D = 1,0 mod 4, jos b= D mod 2.

Miiritelma 3.3. Kutsumme binééristd neliomuotoa f(x,y) = az? + by +
cy? primitiiviseksi, jos sen kertoimet a, b, ¢ ovat keskenidin suhteellisia alku-
lukuja.

Lukuteoreettisesta nakokulmasta neliomuodot tulevat kiinnostaviksi, kun
mietitddn, mita lukuja voidaan esittda neliomuotojen avulla. Kuten olemme
jo téllidkin kurssilla nidhneet, yhtdlolld p = 22 + y? on ratkaisu, kun p = 1
mod 4. Tisti siis seuraa, ettd nelismuoto f(z,y) = x?+y? esittdi alkulukua p
silloin kun p =1 mod 4.

Maaritelma 3.4. Neliomuoto f(x,y) esittdd kokonaislukua n € Z, jos on
olemassa r, s € Z, joille pétee

n= f(r,s).
Jos (r,s) = 1, sanotaan, ettd f esittdd kononaislukua n € Z kunnolla.
Klassisia kysymyksié lukuteoriassa on:
1. Mité kokonaislukuja annettu muoto esittda?
2. Mitkd muodot esittévat annettua kokonaislukua?

3. Jos neliomuoto esittaa kokonaislukua, kuinka monta esitystd on ole-
massa, ja miten ne voidaan 16ytaa?
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Viimeinen kysymys tarkoittaa, ettd on mahdollista, ettd kaksi eri nelio-
muotoa esittavit tdsmélleen samat luvut. Ovatko neliomuodot téalloin samat?

Naita kysymyksia miettivit jo sellaiset matematiikan suurnimet kuin Fer-
mat ja Euler. Kuitenkin vasta Gauss Disquisitiones Arithmeticaessa 1801 an-
toi vankan matemaattisen pohjan neliomuotojen teorialle. Noin 1800-luvun
puolivilissd havaittiin yhteys neliomuotojen ja neliokuntien luokkalukujen
teorian valilla.

Maaritelladan, milloin kaksi neliomuotoa ovat ekvivalentteja.

Ryhmé SLy(Z) toimii nelibmuotojen joukossa. Jos

a:(f z>€SL2(Z),

toimii se neliomuodossa o f(x,y) = f(px + qu,rx + sy) = d'2? + Vxy + 'y,
missa

a’ = f(p, 1),V = 2apq + 2crs + b(ps + qr), ¢ = f(q, s).
Maaritelma 3.5. Kaksi bindéristd neliomuotoa fi, fo ovat ekvivalentteja,
jos ne ovat SLy(Z) toiminnassa samalla radalla. Eli, jos on olemassa sellainen

T € SLa(Z), jolle T f1(x,y) = falx,y).

Lemma 3.6. Jos kaksi neliomuotoa ovat ekvivalentit jos ja vain jos ne esit-
tavdt samoja kokonaislukuja.

Todistus. Olkoon fi, fo kaksi ekvivalenttia muotoa. Silloin on olemassa o =
( f g ) € SLy(Z), jolle o f; = fo.

Jos muoto f; esittédéd kokonaislukua m, silloin m = fo(z,y) joillekin z,y €
Z. Nyt m =of; = fo(2',y/), missd 2’ = pxr + qu,y’ = rz + sy, ja ndmi ovat
kokonaislukuja. Joten f; esittdd m:n.

Toisaalta, jos koska 0~ € SLy(Z), f1 = 071 f5, jajos m = fi(x,y) joillekin
x,y € Z, silloin m = o7 fo = fo(sx — qu,py — rx) = fo(2', /), missd 2/, ¢y €
7. O

Maaritelma 3.7. Neliomuotoa f kutsutaan definiitiksi, jos sen diskrimi-
nantti on negatiivinen, muussa tapauksessa sitd kutsutaan epédefiniitiksi.
Jos kerroin a > 0, kutsutaan muotoa positiiviseksi definiitiksi.

Lemma 3.8. Jos neliomuodot fi ja fo ovat ekvivalentteja, ovat myds niiden
diskriminantit samat.

Todistus. Olkoon fi(x,y) = az® + bry + cy*. Olkoon o fi(z,y) = f(px +
qy,rx + sy) = d'v® + Vry + y? = fo(x,y), missd

a = f(p,r),b = 2apq+ 2crs + b(ps + qr), ¢ = f(q, s).
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Neliomuodon f, diskriminantti on b — 4a'c’ = (2apq + 2crs + b(ps + qr))* —
4(ap? + bpr + cr?)(aq® + bgs + cs?) = (b* — 4ac)(ps — qr)? = b* — 4ac, miki
on f; diskriminantti.

]

Diskriminantti on siis neliomuodon invariantti, mutta ei tdysin erota ne-
liomuotoja toisistaan. Jotta loydetéddn esitys jokaiselle neliomuodolle yksika-
sitteisesti, seuraavaksi esitellddn reduktioteoriaa.

3.1 Positiiviset definiitit neliomuodot

Maaritelma 3.9. Primitiivistd positiivista definiittid nelibmuotoa (a, b, ¢)
kutsutaan redusoituksi (surkastetuksi), jos |b] < a < ¢, ja jos |b] = a tai
a = ¢, silloin b > 0.

Lause 3.10. Vakiodiskriminanttia —D olevien redusoitujen muotojen madra
on darellinen.

Todistus. Tehtivi 4 sanoo, etté [b| < \/D/3. Nyt —D = b* — 4ac, joten kun
b on rajoitettu, on vain direllinen méiri tapoja jakaa D + b* = 4ac:hen. [

Propositio 3.11. Jokainen binddarinen neliomuoto on ekvivalentti redusor-
dun muodon f(x,y) = ax®+ bzy + cy? kanssa, jossa |b] < a < ¢, jos c=a ja
0<b<a.

Todistus. Todistus koostuu algoritmista, joka loytdéd redusoidun muodon ja
. . o . 0 1 1
sdilyttad ekvivalenssin. Erityisesti alkiot ( 10 ) , ( 0 ’lf ) € SLy(Z)
redusoivat muotoja yksi kerrallaan — huomaa myés, ettd ndma muistuttavat
aika tavalla SLo(Z):n virittdjaalkioita.
Algoritmi toimii seuraavasti

1. Jos ¢ < a, muuta (a,b,c) muotoon (¢, —b,a) kiyttden ensimmaéisté
virittajaa.

2. Jos b > a muuta (a, b, ¢) muotoon (a, by, c;), missd by = b+ 2ua, missé
p on valittu siten, ettd by < a ja ¢, voidaan laskea D = b2 —4ac, avulla.
Tassa kaytettiin toista virittajaa.

Nyt kun ldhdetéddn mistd tahansa neliomuodosta liikkeelle, ja kdytetaan
naitd kahta operaatiota perédjalkeen, jokaisella askelella joko a tai b on re-
dusoitu, joten algoritmi péaattyy sellaiseen muotoon, jossa ¢ > a ja b < a. Jos
b = —a, silloin voidaan kayttda toista operaatiota, u = 1, mikd muuttaa b:n
a:si. Jos ¢ = a, ensimmaisen operaation myota saadaan b > 0. O]
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Esimerkki 3.12. Surkastetaan muoto f = 45822+214xy+25y%. Koska ¢ < a
kiytetddn (1), ja saadaan muoto (25, —214,458). Nyt b > a, joten (2) nojalla
kun p = 4, saadaan (25,—14,2). Taas ¢ < a, joten (1) antaa (2,14, 25).
Taas b > a, joten (2) nojalla, kun p = —3 saadaan (2,2,1). Nyt taas (1)
antaa (1, —2,2) ja viimein (2) kun valitaan k£ = 1 tuottaa (1,0, 1). Matriisi

o= ( _?13 _%17 ), ja se antaa of = 22 + y?. Huomaa, ettd kummankin
diskriminantti on —4, koska myos 2142 — 4 - 458 - 25 = 45796 — 45800 = —4.
Ja néin ollen my6s muoto f esittdéd alkulukua p kunhan p =1 mod 4.

Lause 3.13. Lukuunottamatta ekvivalensseja (a,b,a) ~ (a,—b,a) ja
(a,a,¢) ~ (a,—a,c) mitkidn kaksi redusoitua muotoa eiwdt voi olla ekvi-
valentteja.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Néissd tapauksissa valitaan ekvivalenssiluokan edustajaksi muoto jossa
b > 0. Nain on todistettu kaksi tiarkedd lausetta bindaristen nelicmuotojen
teoriasta.

Lause 3.14. Jokaisessa positiividefiniittien binddristen neliomuotojen ekvi-
valenssiluokassa on tdsmdlleen yksi redusoitu muoto.

Lause 3.15. Tiettyd diskriminanttia olevien muotojen ekvivalenssiluokkien
mdaard on adrellinen.

Jos maarittelemme luokkaluvun seuraavalla tavalla:

Maaritelma 3.16. Olkoon D < (0 maaratty diskriminantti. Sellaisten primi-
tiivisten positiividefiniittien bindéristen neliomuotojen, joiden diskriminantti
on D, ekvivalenssiluokkien lukumaéréa kutsutaan luokkaluvuksi.

On jo siis jo myo6skin todistettu, etta
Lause 3.17. Luokkaluku hp on ddrellinen.

Viela yksi maaritelma, jotta tehtavipaperin geometrinen tulkinta redusoi-
duille muodoille on jéarkeva.

Maaritelma 3.18. Olkoon f = (a,b,c):n diskriminantti —D. Mééritellaan
f:n pédajuuri olemaan kompleksiluku

—b++v/—D
2=

2a

Huomaa, etti z on yksi ratkaisu yhtiloon ax? + bx + ¢ = 0.
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