1 Algebralliset perusteet

1.1 Renkaat

Tamén luvun jalkeen opiskelijoiden odotetaan muistavan, mitd ovat ren-
kaat, vaihdannaiset renkaat, alirenkaat, homomorfismit, ideaalit, tekijaren-
kaat, maksimaaliset ideaalit. He osaavat todistaa tuloksia néissd struktuu-
reissa ja erottaa rakenteet toisistaan.

Maaritelma 1.1. Rengas R on Abelin ryhmé operaation + suhteen, ja li-
saksi R:ssé on assosiatiivinen bindédrioperaatio -, jolle patee a(b+c) = ab+ac
ja (a+b)c = ac + be.

Maaritelma 1.2. Renkaan R osajoukko on alirengas, jos se on suljettu ope-
raatioiden + ja - suhteen, sithen kuuluu additiivinen nolla-alkio.

Algebrallisia rakenteita tutkittaessa on hyodyllisté yrittad identifioida ali-
joukkoja, joilla itseasiassa on sama rakenne kuin itse isolla joukolla. Esimer-
kiksi ryhmalla on aliryhma, ja jos jaamme ryhmén normaalilla aliryhmallé,
saamme jakoryhmaén. Renkaitten kohdalla normaalin aliryhmén paikan otta-
vat ideaalit.

Maaritelma 1.3. Renkaan R osajoukko I on ideaali, jos se on renkaan R
additiivinen aliryhma, ja kaikille a € I ja r € R pétee, ettd ar € [ ja ra €
1. Jos vain toinen naista patee, kutsutaan ideaalia oikeaksi tai vasemmaksi
ideaaliksi. Ideaali on aito, jos I # R. Ideaali I on maksimaalinen, jos ja vain
jos I € J C R ja J on ideaali, tasta seuraa, ettd J =1 ja J = R.

Maaritelma 1.4. Rengas R
1. on wathdannainen, jos vy = yx kaikille z,y € R.

2. sisdltdd ykkosalkion, jos on olemassa yksikésitteinen 0 # 1 € R, jolle
pitee lx = x1 = x V.

3. on kokonaisalue, jos se on vaihdannainen, ja siind on ykkdsalkio, seké
ab = 0 vaistamatta tarkoittaa sitd, ettd a = 0 tai b = 0.

4. on jakorengas, jos siind on ykkosalkio ja R\ {0} on multiplikatiivinen
ryhma.

5. on kunta, jos se on kommutatiivinen jakorengas.



Esimerkki 1.5. (a) Kokonaisluvut Z on rengas, se on vaihdannainen, silla
kertolasku on vaihdannainen. Silld on ykkosalkio 1, se on myds kokonai-
salue, koska vain kertomalla nollalla saadaan nolla. Kuitenkaan Z \ {0}
ei ole multiplikatiivinen ryhma, silla kdénteisalkioita ei ole. Néin ollen, Z
ei ole myoskaan kunta.

(b) Tuttuja esimerkkejd kunnista ovat Q, R ja C.

(c) Rengas Z/mZ, eli kokonaisluvut mod m on selvéstikin rengas. Se on
vaihdannainen, ja siind on ykkosalkio, mutta kokonaisalue se on vain
siina tapauksessa, ettd m on alkuluku. Esimerkiksi m = 6, silloin 2-3 =0
mod 6, joten renkaassa on nollajakajia. Jos m on alkuluku, on rakenne
myos kunta.

(d) m x n matriisit muodostavat renkaan, joka ei ole vaihdannainen, mutta
sisaltad ykkosalkion.

Maaritelma 1.6. Olkoot R ja S renkaita. Kuvaus ¢ : R — S on ren-
gashomomorfismi, jos ¢(a + b) = p(a) + ¢(b) ja p(ab) = ¢(a)p(b) kaikille
a,b € R.

Lause 1.7. Olkoon R rengas, ja I ideaali, silloin on olemassa rengas R/I,
jonka operaatio on (a+1)(b+ 1) = ab+ I ja lisiksi, R/I on vaihdannainen,
jos R on vaihdannainen. R/I sisdltdd ykkdosalkion jos I # R ja R sisdltdd
ykkosalkion.

Todistus. Algebra I. m

Esimerkki 1.8. Z on rengas, mZ on ideaali, ja Z/mZ on tekijirengas.

1.2 Kokonaisalueet ja kunnat

Taméan luvun jalkeen opiskelija osaa maaritelld kokonaisalueet ja kunnat,
antaa esimerkkeja nédista tietden, mitkd maéritelmat sisaltyvat toisiinsa seké
antaa esimerkkeja, miksi ndmé madritelmat ovat kaikki erilaisia struktuureja.

Tésté ldhtien rengas tarkoittaa aina vaihdannaista rengasta ja se sisaltéa
ykkosalkion.

Maaritelma 1.9. Kokonaisalue on kommutatiivinen rengas, jossa on ykko-
salkio, ja jossa pétee ab = 0 vain jos a = 0 tai b = 0. (no zero divisors)

Esimerkki 1.10. Z, k[x], missd k on miki tahansa kunta.

Lemma 1.11. Adrellinen kokonaisalue on aina kunta.



Todistus. Kaytiin luennolla. O

Maaritelma 1.12. Olkoon R kommutatiivinen rengas, jossa on ykkosalkio.
Olkoon I < R ideaali. Silloin I on alkuideaali jo ab€e I = a € I tai b € I.

Esimerkki 1.13. Z, jossa I = pZ.

Lause 1.14. Okoon R kommutatiivinen rengas, jossa on ykkdsalkio, ja ol-
koon I < R. Silloin I on alkuideaali, jos ja vain jos R/I on kokonaisalue.

Todistus. Olkoon I alkuideaali. Tehd&én vastaoletus, ettd renkaassa R/I on
olemassa nollajakajia a,b # 0. Eli (a + I)(b+ 1) = 0+ I = Ogy;. Silloin
ab+ I = 0+ I, mistd seuraa, ettd ab € I. Koska I on alkuideaali, tdma
tarkoittaa sitd, ettd a € I taib € I, joten oikeasti a+1 = 041 tai b+1 = 0+1,
ja nollasta eroavia nollajakajia ei ole.

Oletetaan, ettd R/I on kokonaisalue, ja todistetaan, ettd I on alkuideaali.
Oletetaan, ettd ab € I, jolloin ab+ I = 0+ I, misté seuraa (a + I)(b+ 1) =
0+ I = Opyr. Koska R/I on kokonaisalue, tisté seuraa, ettd a +1 = 0+ 1
taib+ 1 =04 [ jandin ollen a € I tai b € I, ja I on alkuideaali. O

Lause 1.15. Okoon R kommutatiivinen rengas, jossa on ykkdsalkio, ja ol-
koon I QR. Silloin I on maksimaalinen ideaali, jos ja vain jos R/I on kunta.

Todistus. Harjoitustehtava 1/3. O

Maaritelma 1.16. Olkoon R kokonaisalue, ja olkoot I, .J ideaaleja. Silloin
k
1J = {Zalbl Ta; € [,bz € J,]{I 2 1}
i=1

Huomaa, ettd IJ koostuu aarellisistd summista, mutta ettd summan pi-
tuus k vaihtelee.

1.3 Yksikot, alkuluvut, alkuideaalit, irredusoimattomat
alkiot

Koska kyseessé on lukuteorian kurssi, palautetaan mieleen Aritmetiikan pe-
ruslause, silla pitkalti tassa kurssissa on kyse aritmetiikan peruslauseen laa-
jennuksista erilaisiin renkaisiin.

Lause 1.17. Luonnollisten lukujen joukossa, jos m > 1, silloin n =
pit . ek, missa py, ..., pr ovat erillisia alkulukuja, ja ny,...,ng > 1. Jos
n € 7Z, ja |n| > 1 se hajoaa tekijoiksi n = qi...qy, missi q; tai —q; on
alkuluku N:ssd. (Huomaa, ettd sama alkuluku voi toistua monta kertaa.)
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Téamaén luvun tarkoituksena on laajentaa tdmé méaritelmé mille tahansa
kokonaisalueelle, ensin tarvitsemme sopivan yleistyksen alkuluvuille ja jaot-
tomille alkioille.

Maaritelma 1.18. Olkoon R kokonaisalue.
1. u € R on yksikkd /kadntyva alkio, jos v € R, jolle pétee uv = vu = 1.

2. a € R on jaoton/redusoimaton, jos a # 0, a ei ole yksikké ja a = be
tarkoittaa, ettd joko b tai ¢ on yksikko.

3. a € R on alkualkio, jos a # 0, a ei ole yksikko, ja a | be johtaa siihen,
ettd a | b tai a | c.

Lemma 1.19. Kun R on kokonaisalue, alkualkiot ovat jaottomia.

Todistus. Olkoon p alkualkio, ja oletetaan, ettd p = ab. Alkualkion méaéari-
telmén nojalla p | a tai p | b. Valitaan, p | a, joten a = pc, jollekin c. Siispa
p = ab = pcb. Tésté seuraa, ettd p(1 — cb) = 0, koska p # 0, ja kyseessa
on kokonaisalue, téstéd seuraa, ettd cb = 1, ja b on yksikko. Néin ollen p on
redusoimaton. O

Huomaa, ettd jaottomat alkiot eivat valttaméatta ole alkualkioita. Taméa
on totta kun R on péadideaalialue. Palaamme tdhdn myShemmin.

Esimerkki 1.20. Renkaassa 7Z yksikot ovat alkiot £1. Sen jaottomat alkiot
ovat tasmélleen +p, jossa p on alkuluku, ndmé ovat myos alkualkiot. Ren-
kaassa K[z], mikd tahansa astetta 1 oleva polynomi on jaoton. Yksikoita ovat
nollasta eroavat vakiopolynomit.

Maaritelma 1.21. Kokonaisalueella R on yksikdsitteinen tekijoihinjako, jos
jokaiselle a € R, joka ei ole nolla tai yksikko, patee

1. a = pips...px jossa jokainen p; on alkualkio.

2. Jos pip2...pk = qiq2...q, missd p; ja g; ovat alkualkioita, silloin
k = [ ja on olemassa indeksien {1,2,...,k} permutaatio o, ja yksi-
kot uy, us, ..., uy siten, etta

Pi = UiGo (i)

kaikille 1 = 1,2, ..., k.

Propositio 1.22. Olkoon K kunta. Jos f € K[x] on vdhintidn astetta 1
oleva polynomi, silloin on olemassa jaottomat polynomit qi, . . ., qx joille pitee
f = a...qx. (PID, joten yksikisitteinen tekijoihinjako! mutta sitd emme
vield tiedd). Tdssd vain olemassaolo!



Todistus. Todistetaan véite induktiolla. Jos f:n aste on 1, on se redusoima-
ton. Oletetaan, ettéd viite on tosi polynomeille, joiden asti on < k. Olkoon f
polynomi, jonka aste on tdsmaélleen k. Jos f on redusoimaton, silloin ei ole
mitdan todistettavaa. Jos f ei ole redusoimaton, se voidaan kirjoittaa f = gh,
ja deg g,deg h < k. Nyt voidaan soveltaa induktio hypoteesia polynomeihin
g ja h, ja ne voidaan kirjoittaa redusoimattomien polynomien tulona

g =q1...4qs
h =qss1---qr,

mistd seuraa, ettd f =q; ... qs. ]

Jaottomuus riippuu kunnasta! Esimerkiksi 22 — 2 on jaoton kunnassa Q,
kun taas kunnassa R se hajoaa tuloksi 22 — 2 = (z — v/2)(z 4+ v/2). Poly-
nomi z2 + 1 on jaoton kunnassa Q tai R, mutta hajoaa kunnassa C kah-
den tuloksi z° + 1 = (z — i)(x + 7). Palaamme tdhéin asiaan parin luennon
padstd, kun puhumme kuntalaajennusten teoriasta. Algebran peruslauseen
nojalla tieddmme, etté epévakio polynomi f € C|x] hajoaa aina &érelliseksi
tuloksi lineaarisia tekijoitd. Aina ei kuitenkaan tarvitse menné kompleksilu-
kujen kuntaan C saakka, jotta saamme polynomin hajoamaan lineaarisiksi
tekijoiksi. Esimerkiksi kunta {a + bv/2 : a,b € Q} on kunta, se on reaalilu-
kujen R pienen alikunta, jossa f(z) = 2% — 2 voidaan kirjoittaa lineaaristen
polynomien tulona.

Samalla lailla {a + bi : a,b € Q} on pienin kompleksilukujen C alikunta,
jossa % + 1 hajoaa lineaarisiksi tekijoiksi.

Kappaleen lopuksi kirjoitamme jédnnoslauseen, joka on oiva aasinsilta
Eukleideen algoritmiin.

Lause 1.23. Jos f € K|x|, missd K on kunta. Olkoon a € K, silloin (xr—a) |
f jos ja vain jos f(a) = 0.

Todistus. f(x) = (z—a)q(

x)+ ( ), missé r(z) = 0 tai se on vakiopolynomi.
Sijoita = a ja silloin f(a) =

]

1.4 Eukleideen alue, paaideaalialue, yksikasitteinen te-
kijoihinjako

Tassa luvussa edelleen R tarkoittaa aina kokonaisaluetta. Téméan vuoksi em-

me puhu padideaalirenkaista, emmeké faktorirenkaista.

Maaritelma 1.24. Olkoon R kokonaisalue. Silloin R on Eukleideen alue, jos
on olemassa funktio

d: R\ {0} — N,
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joka toteuttaa seuraavat ehdot
1. d(ab) > d(a) Va,b # 0

2. Jos a,b # 0, on olemassa ¢q,r € R, joille patee a = bq + r, missé joko
r=0tair#0jad(r)<db).

R:ssé voidaan siis soveltaa Eukleideen algoritmia. Téllaisia kokonaisaluei-
ta ovat mm Z, ja F[z]. Ensimmaéisessa astefunktio on d(n) = |n| ja toisessa
d(p(x))= polynomin p aste.

Propositio 1.25. Gaussin kokonaisluvut Z[i| on Eukleideen alue.

Todistus. Madritelladn ensin Eukleideen astefunktio d asettamalla d(m +
ni) = m? + n? = | m + in|* € Z. Tarkistetaan ensin, ettd tdmé funktio on
multiplikatiivinen. Jos a, b € Z[i], silloin d(ab) = |ab|* = |a|*|b|* = d(a)d(b) >
d(a) if b # 0, koska ndmé ovat aina positiivisia kokonaislukuja. Tarkistetaan
viela Eukleideen algoritmin toimivuus.

Olkoot a,b € Z[i], a,b # 0 ja § € C. Olkoon ¢ kompleksitason pisteen

% ldhin piste Z[i]. Geometrisesti katsoen ndemme, ettd |¢ — §| < \/Li Nyt
r=a—bg € Zl[i], silloin a = bg + 7 ja d(r) = |r|* = |a — bg|* = |(§ — q)b]* =
15— al?b]* < 51b* = 5d(b) < d(b). 0

Maaritelma 1.26. Olkoon R kokonaisalue, ja I <1 R. Silloin I on pddideaali,
jos I = aR, jollekin a € I. Usein kirjoitetaan my6s I = (a). Sanotaan, etta
R on padideaalialue, jos jokainen sen ideaaleista on paaideaali.

Esimerkki 1.27. Pédideaalialueitea ovat Z, F[z|, jossa F' on miki tahansa
kunta. Toisaalta Z[z] ei ole péédideaalialue.

Lause 1.28. Olkoon R FEukleideen alue. Silloin R on myds pddideaalialue.

Todistus. Olkoon R Eukleideen alue ja olkoon I <1 R. Tavoitteena on osoittaa,
ettd I = aR, jollekin a € R.

Jos I = {0}, silloin I = aR on ok.

Jos I # {0}, valitaan 0 # b € I, jolle Eukleideen aste d(b) on pienin
mahdollinen. Osoitetaan, ettd I = bR. Ensiksi havaintaan, ettd koska b € [
myo0s br € [ kaikille r, joten bR < I.

Oletetaan, ettd a € I, koska R on Eukleideen alue, on olemassa q,r € R,
joille patee

a=bq+r,

missd r = 0 tai sitten r # 0 ja d(r) < d(b). Koska a € I ja bqg € I, myds
r=a —bq € I. Koska b oli valittu minimaaliseksi, vaistamatta » = 0. O]



Maéritelma 1.29. Olkoon R kokonaisalue, ja a,b € R, (a,b # 0). Kutsum-
me alkiota d alkioiden a,b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi, jos i) d | a ja
d | beli d on kummankin tekijé. ii) jos e | a ja e | b, silloin e | d, eli d on
suurin yhteinen tekijé. Alkioita a ja b kutsutaan suhteellisiksi alkuluvuiksi,
jos niiden suurin yhteinen tekija d on yksikko.

Esimerkki 1.30. Kokonaislukujen joukossa, luvut a,b ovat suhteellisia al-
kulukuja, jos ja vain jos +1 on a:n ja b:n suurin yhteinen tekija. Renkaassa
K [z], polynomit f, g ovat suhteellisia alkulukuja, jos ja vain jos d | f jad | g
tarkoittavat yhdessa sitéd, ettd d on vakiopolynomi.

Seuraava ominaisuus on kenties tarkein pédaideaalialueen ominaisuuksis-
ta. Kuten Eukleideen alueella, my6s pédideaalialueella on aina mahdollista
loytaa suurin yhteinen tekija. Tama on téarked lemma monissa todistuksissa,
joten painakaa se mieleenne.

Lause 1.31. Olkoon R padideaalialue, ja olkoot a,b € R. Silloin on olemassa
a:n ja b:n suurin yhteinen tekiji d € R, ja lisiksi patee d = ar + bs, joillekin
r,s € R.

Todistus. Olkoon I = {ar +bs : r,s € R}. Tama [ siséltdaa nolla-alkion, on
suljettu yhteen- ja kertolaskun suhteen, kuten myos R:n alkioitten kertolas-
kun suhteen. Néin ollen [ < R.

Koska R on padideaalialue, I = dR, jollekin d. Koska d € I, tésté seuraa,
ettd d = ar + bs, joillekin r,;s. Nyt a = a-1+0b-0 € I, joten d | a, ja
b=a-0+b-1, joten d | b. Néin ollen d on yhteinen tekija. Ja jos e | a ja
e | b, silloin e | ar 4+ bs = d, joten d on suurin yhteinen tekija. O

Lemma 1.32. Jos R on pddideaalialue, silloin redusoimattomat alkiot ovat
alkualkioita.

Todistus. Olkoon R péadideaalialue, ja olkoon a € R redusoimaton. Oletaan,
ettd a | be. Olkoon d = syt(a,b). Edellisen lemman perusteella voidaan kir-
joittaa d = ar + bs, joillekin 7, s. Nyt d | a, joten a = de jollekin e. Koska a
on redusoimaton, joko d tai e on yksikko.

Jos d on yksikkd, silloin ¢ = cdd™! = c(ar + bs)d™* = acrd=' + besd ™.
Néin ollen a | ¢, koska a | bc.

Jos puolestaan e on yksikko, silloin a = de ja d = ae™'. Mutta d | b joten
b= df = ae™! jollekin f. Niin a | b. O

Lause 1.33. Olkoon R padideaalialue, silloin R:ssd on myos yksikdsitteinen
tekijothinjako.

Todistus. Todistus ei ole erityisen hankala, mutta se on tyolés ja pitkd, joten
sita ei esitetd tassd. Kenties luennoilla tai laskuharjoituksissa. O



