3.3 Luokkaryhma

Seuraavana tavoitteena on osoittaa, ettd bindaristen neliomuotojen ekviva-
lenssiluokat muodostavat ryhmén.

Maaritelma 3.39. Maaritellddn operaatio kahden samaa diksriminanttia
olevan bindérisen nelibmuodon fi(ay, b1, c1) ja fa(az, be, c2) vililld seuraavalla
tavalla. Olkoot s = (by + b2)/2,n = (b — by)/2, ja u,v,w ja D sellaisia

uay + vas +ws = d = syt(ay, as, $),
ja
do = syt(d, c1,c2,m).
Nyt fi ja fo yhdiste tuottaa neliomuodon

a1a 2a b:—-D
(@) = (052 o+ 22005 = 02) = we), B2

d as
Propositio 3.40. Ekvivalenssiluokat, ja ylldoleva operaatio muodostavat dd-
rellisen Abelin ryhmdn, jonka koko on hp, eli luokkaluku.

3.4 Yhteys neliokuntien luokkalukuihin

Kuten huomattiin, definiittien ja epédefiniittien nelidmuotojen teorialla oli
eronsa. Samalla lailla imagindéristen nelickuntien teoria oli helpompi kuin
reaalisten neliokuntien. Yksi ero imaginaéarisilla nelickunnilla ja reaalisilla
nelickunnilla on se, ettd imaginéérisessd kunnassa N(a) > 0 kaikille o €
K = Q(v/—D). Reaalisen nelickunnan tapauksessa N (/) voi olla positiivinen
tal negatiivinen.

Ideaaliluokkien joukossa maédriteltiin ideaalit I ja J ekvivalenteiksi, jos
oli olemassa «, € Ok, joille (o)l = (5)J. Tésta seuraa, ettd I ja J ovat
ekvivalentteja, jos I = (a/fF)J. Ei kuitenkaan tiedetd, onko a/f € Ok.
Tamén vuoksi méaritellidn nyt murtoideaali.

Maaritelma 3.41. Ideaali I on murtoideaali, jos on olemassa maaritty v €
Ok, jolle patee, etté jokaista o € I, aina va € Ok

Jokainen ideaali on murtoideaali. Lisdksi murtoideaaleille sallitaan "yh-
teinen nimittaja".

Kuten kunnalle K = Q(v/D) ja sen kokonaislukujen renkaalle O voidaan
antaa kannat. Voidaan antaa kanta myos ideaalille I <1 Og. Silla on kanta
{a1,as}, joten jokainen § € I voidaan kirjoittaa muotoon [ = za; + yao,
missa z,y € Z.
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Liséksi kullekin ideaalille voidaan antaa kanoninen kanta, joka on yksiké-
sitteinen {a,b+ go}, missé a,b,g € Z,0 € Og,a>0,0<b<a,0<g<a
ja g | a,b. Kun ideaalille on l6ydetty kanta {a1,as} on sille helppo laskea
normi, nimittiin N(I) = |oyd, — ayas|/v/D.

Jos ideaalilla on kanoninen kanta {a,b+ gd}, on vastaavan murtoideaalin
kanta muotoa {a/v, (b+ ¢d)/v}

Edellisissa luvuissa madriteltiin ideaalit I ja J ekvivalenteiksi, jos oli ole-
massa «, € Ok, joille (o)l = (8)J.

Murtoideaalien tapauksessa mééaritellaan I ~ J, jos I = (y)J. Ekvivalens-
sia kutsutaan kapeaksi ekvivalenssiksi, jos N(v) > 0. Kun K on imagin&é-
rinen nelickunta, kapea ekvivalenssi on sama kuin ekvivalenssi. Jos kyseesséa
on reaalinen nelickunta, ekvivalenssiluokka saattaa hajota kahteen kapeaan
ekvivalenssiluokkaan.

Ideaalista neliomuotoon ja neliomuodosta ideaaliin.

Osoitetaan, etta jokaista ideaalia vastaa muoto, ja jokaista muotoa vastaa
ideaali, ja ettd ekvivalentit ideaalit vastaavat ekvivalentteja muotoja ja péin
vastoin.

Milld tahansa ideaalilla I on kahden alkion kanta {ay, as}, missé aq, ag €
Ok. Siis I = {xag + yay : x,y € 1},

Jotta erotetaan kannat {ay, as} ja {a2, a;} toisistaan, luodaan jérjestys
kannoille. Kantaa {aq, as} sanotaan jarjestetyksi, jos ayda—aq g = N(I)\/ﬁ
on positiivinen tai positiivinen imagindédrinen, eli —i(ajas — ajas) > 0..

Téhén ideaaliin liitimme neliomuodon,

N(Oé1$ + 062y> . 051071.1'2 + (051072 + O?ldg)xy + a2072y2

Q=N N({) ’

jonka diskriminantti on D. Tama on bindédrinen neliomuoto, jonka kertoimet
ovat rationaalisia kokonaislukuja. (Tehtéavé: laske!). Jos diskriminantti on ne-
gatiivinen, tdmaé on positiivinen definiitti muoto. Sanotaan, ettd tdméa muoto
kuuluu ideaalille 7. Ideaalin I luokkaa vastaa bindarimuotojen @); luokka.

Seuraavaksi todistetaan, ettd tdmé neliomuoto ei riipu ideaalin kannasta.
Lemma 3.42. Neliomuoto Qr :== W et riipu ideaalin I kannasta.
Todistus. Olkoon {1, 32} joku toinen kanta ideaalille /. Kannasta toiseen
padsee matriisin

avulla. Ja koska kantoja voi vaihtaa puoleen ja toiseen, on tdmé& matriisi
kidntyvat. Seuraavaksi osoitamme, ettd o € SLy(Z)
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Lasketaan kannan determinantti.

det(51, B2) = det < gl gz ) = 5102 — 12 > 0

Toisaalta
B aoy +bay cay+doy \ [ a b a Qo
det(f;, Bp) = det ( ady + by cdy + ddy ) - ( c d) <a1 G ) >0

Koska kantojen determinantit ovat molemmat positiivisia ja determinan-

tit ovat riippumattomia kannoista, vaistamatta det Z = 1 ja matriisi
kuuluu ryhméén SLo(Z). Néin ollen 0Q(z,y) = Q% (z,y), eli nelibmuoto ei
riipu kannasta ideaalille 1. ]

Voidaan myos osoittaa, ettd muoto Q;(z,y) on primitiivinen.
Lemma 3.43. Jos I = (v)Is, jollekin vy € O, ja N() > 0, silloin Q1 = Q-

Todistus. Olkoon {a, 8} kanta ideaalille I, silloin I;:114 on kanta {ya, 3},
ja koska normi on multiplikatiivinen N(I;) = N(v)N(I2). Néin ollen

Qn(z,y) = N(yaz +v8y)/N(v)N(Iy) = N(az + By)/N(I2) = Qr(z,y).
0

Liitetdan nyt binddrimuotoon ideaali.
Mihin tahansa primitiiseen binéériseen neliomuotoon (A, B, C'), jonka dis-
kriminantti on D, voidaan liittdd ideaali

B —+/D

M= oa )

~=
—_

jos A > 0. Koska N(M) = ]B’@ — b*‘r|/\/_ = 4, niin tdhin ideaaliin
liittyy muoto

L B—-+D

- _ 2 2
NGD (x + 54 y) = ax” + bry + cy”.

Ja jos A < 0, silloin D > 0, ja muoto on epédefiniitti. Téassa tapauksessa

liitetdan ideaalin

B—-+D
M = \/5{177}7
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jonka normi on

N = INWDINGL =5 ) = 1
ja neliomuodoksi saadaan
1 B—+VD D B—+VD ) )
WN(\/B%L\/BTZJ) = —N(M)N(:U—l— o7 y) = ax”+bry+cy”.

Kumpikin kanta on myds jarjestetty, silla

B+\/5_B—\/57\/5A
24 24 A7

> 0,

ja

_BD++D _BD—vD VD
Vp=BP+VD 5 . \/_:\/_,A<O,D>O.

2A A A

Lopulta osoitetaan, ettd jos kaksi neliomuotoa ovat ekvivalentit, niin sil-
loin my®6s niiden tuottamat ideaalit ovat (kapeasti) ekvivalentit.

Oletetaan, ettd f; = fo(rz + sy, tx + uy), missd ru + st = 1. Missé
ensimmaiseen neliomuotoon liittyy ideaali M ja toiseen M. Oletetaan, etta
nailla ideaaleilla on jarjestetyt kannat {«q, 51} ja {ag, 52 }. Koska neliomuoto
ei riippunut ideaalin kannasta

fMl (TSU + sy, tx + uy) = f{Tal+t5175al+uﬁl}(x7 y)

Lisdksi, koska ru — st = 1, on {ra; + tf31, sa; + uf1} on myos jarjestetty
kanta ideaalille M;. Néin ollen fy;, = fu-

Nyt
_ N A B
Jan (2,y) = N(MI)N(OMC + Giy) = N (M) (x + aly)(:c + dly)
ja samalla lailla
_ N(OQ) B2 32
Jan (2, y) = N (M) (z + a—zy)(x + afzy)

Nyt muodon fy, (z,1) nollat ovat —% ja —% ja samoin fy,(x, 1) nollat

ovat —% ja —@, joten vaistaméatta joko
2 Qa2

b _ B

aq %)
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tai _

B _ b

ap  dy
Néista jalkimméinen ei toimi, silld {aq, £} ja {9, 52} olivat kumpikin jér-
jestettyja kantoja. Joten pannaan v = a—i, joten (B = a1y ja B = ay7y, joten
kannat ideaaleille ovat

My = {ay, b1} = {a, 17} = aa{1,7}
ja

My = {ay, Bo} = {aa, oy} = ao{1,7}.
Ja néin ollen

Vield todetaan, ettd N(«;), N(az) ovat samaa etumerkkié (yllédolevien yhté-
16itten perusteella), joten N (3—?) > 0, kuten pitaékin ja ideaalit ovat kapeasti
ekvivalentteja.

4 Zeeta-funktiot ja luokkalukulause

Dedekindin zeeta-funktio on méaritelty
G(s) =Y N(a)™
a0y,

Tamaén funktion analyyttisten ominaisuuksien perusteella voidaan maaritella
luokkaluku. Yleensé ei kuitenkaan kiytédnndssd, vaan pelkistdan teoriassa.

Olkoon [K : Q] = n = r+ 2s lukukunta. Maéaritellddn seuraavat invarian-
tit

1. hx on kunnan K luokkaluku, eli ideaaliluokkien maara

2. Regk on kunnan regulaattori.

3. wgk on kunnan K sisdltdmien ykkosen juurten maéra.

4. Dy on diskriminantti.

Lause 4.1. Dedekindin zeeta-funktio (i (s) suppenee absoluuttisesti alueel-
la R(s) > 1 ja se voidaan jatkaa meromorfiseksi funktioksi koko kompleksi
tasolla. Silld on yksi yksinkertainen napa kohdassa s = 1, ja residyy tdssd
navassa on tasmdalleen

fin(s — 1) (s) = 22 - huc - Reg

s—1 wK"/|DK|
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