3.2 Epadefiniitit muodot

Epédefiniitit muodot olivat muotoja, joiden diskriminantti D > 0. Muotoa
(k,kn,c) kutsutaan epdmédraiseksi muodoksi, ja epdmééréisten muotojen
muodostamaa ekvivalenssiluokkaa kutsutaan epamadraiseksi luokaksi.

Téssé kappaleessa oletamme, ettd diskriminantti D > 0. Kun D < 0
todistettiin, ettd jokainen redusoitu muoto muodosti oman ekvivalenttiluok-
kansa. Positiivisille diskriminanteille tdma ei ole totta, ja usein paadytaan ti-
lanteeseen, jossa useampi redusoitu muoto on samassa ekvivalenssiluokassa.
Tilanne ei kuitenkaan ole néin kaoottinen tai huolestuttava; nadmaéa redusoidut
muodot muodostavat syklejé.

Maaritelma 3.19. Epédefiniittia muotoa f = (a,b,¢,) kutsutaan redusoi-

duksi, jos
0<b<vVDjaVD-b<2la| <VD+b.

Propositio 3.20. Jos (a,b, c) on redusoitu, silloin /D —b < 2|c| < v/D+b.

Todistus. Koska b? — 4ac = D, tisti seuraa
(VD — b)(V'D + b) = —4ac = (2]a])(2|c|).

Nyt 0 < b < \/Eja\/ﬁ—b< \/E—i—b,janéiinollenkoska\/ﬁ—b<
2lal < VD + b, mydés vD —b < 2|c| < VD +b.
(Kaavakuvanomaisesti: zy = zw ja r < z < y, silloin z < w < y. [

Propositio 3.21. Vakiodiskriminanttia D > 0 olevien redusoitujen nelio-
muotojen madra on ddarellinen.

Todistus. Koska redusoidun méaéaritelméasta seuraa, etta b:n koko on rajattu,
my6s kaikkien redusoitujen nelidmuotojen méara on rajattu, silla b ja D
méadrittivit ddrellisen midran ratkaisuja yhtilolle b — D = 4ac. O]

Propositio 3.22. Mikd tahansa epddefiniitti muoto on ekvivalentti samaa
diskriminanttia olevan redusoidun neliomuodon kanssa.

Todistus. Kuten positiividefiniittimuotojen tapauksessa, esitetdéan algoritmi,
joka redusoi muotoa. Jos (a, b, c) ei ole redusoitu, valitaan ¢ (ei valttamétta
yksikésitteinen), jolle

VD —2|¢| < =b+2¢d < VD,

joten
(a,b,c) ~ (¢, —b+ 2c6, a — by + cd?).
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Jos |a — bd + 6| < |c| prosessi toistetaan. Algoritmi péittyy, kun saadaan
muoto (A, B, C), missi |A| <| C| ja VD — 2|A| < B < v/D. Jos nimi ovat
totta, silloin /D — B < 2|A|. Lisiksi, koska |v/D — B||[v/D + B| = 4|A||C|,
viistamétti [v/D + B| > 2|C|. Jatketaan epéyhtalolli:

VD + B| > 2|C| > 2|A| > VD — B.

Yhtalon daripaita tarkastelemalla seuraa, ettd B on positiivinen, joten 0 <
B < VD, jasiis (A, B,C') on redusoitu. O

Maaritelma 3.23. Kahta muotoa (a, b, da’) ja (a, V', ¢'), joiden diskriminantti
on D kutsutaan vierekkaisiksi, jos b+ 0 =0 mod 2da’.

Jokaiselle annetulle redusoidulle muodolle on olemassa yksikésitteinen
muoto, joka on vierekkidinen oikealle ja yksikésitteinen muoto, joka on vie-
rekkdinen vasemmalle.

Propositio 3.24. Redusoitujen muotojen joukko, joitten diskriminantti on
vakio, voidaan jakaa vierekkdisten muotojen syklethin.

Todistus. Todistuksen idea on lahted liikkeelle yhdestd muodosta, ja muodos-
taa vierekkiisid muotoja oikealle. Koska redusoituja muotoja on &déarellinen
madrs, paadytadn jossain vaiheessa alkuperédiseen muotoon. Jos kaikki muo-
dot on kayty lapi, prosessi paiattyy. Muutoin lahdetasn liikkeelle muodosta,
jota ei viela ole listattu. O]

b+b’ )
TS

antaa ekvivalenssin kahden vierekkiisen muodon vilille, ja koska ekvivalens-
sirelaatio on transitiivinen, kaikki saman syklin muodot ovat ekvivalentteja
keskendén.

Olemme todistaneet siis toiseen suuntaan seuraavan lauseen.

Koska matriisi

Lause 3.25. Kaksi redusoitua muotoa ovat ekvivalentteja, jos ja vain jos ne
ovat samassa syklissd.

Koska suurin osa opiskelijoista oli kdiynyt Lukuteorian kurssin, ketjumur-
toluvut voidaan pitdd tunnettuina, ja osoittaa lauseen toiseen suuntaankin.
Ensin joitain lemmoja ja méaéritelmia.

Ketjumurtoluku on luku, jonka muoto on

1

T=ay+ ——7—
1
a
1+a2+%
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Se voi olla dérellinen tai dareton. Lukuja a; kutsutaan osamurroiksi, ja usein
ketjumurtoluku esitetdan néiden avulla

[aop..,aN]

Jos a; € Z* kaikille i > 1, kutsutaan tata yksinkertaiseksi ketjumurtoluvuk-
si. Adrellinen yksinkertainen ketjumurtoluku esittéié rationaalilukua ja piin
vastoin. Yksinkertainen ketjumurtoluku on periodinen, jos a; = a; s kaikille
1 > I, ja J € N. Esitys télle on

[QOV"7ah7*a1w"7*aJ+J—ﬂ7
missé periodia on merkittya tdhdella.

Lause 3.26. Jos w on yhtilén ax® +bx +c = 0, missd a,b, c € Z irrational-
linen juuri, silloin yksinkertainen ketjumurtoluku w:lle on periodinen. Ja jos
ykm w on periodinen, se on juuri jollekin ax® + bx +c = 0, missi a,b,c € 7Z.

Lemma 3.27. Jos ddareton ketjumurtoluku sisdltda vain ddarellisen madran
negatiivisia osamurtoja, voidaan se muuttaa muotoon, jossa on vain positii-
visia osamurtoja ddrellisessd ja parillisessa mddrdassd askelia.

ax+

Lemma 3.28. Josy = po—; missa
a f
< . ) € SLy(Z),
silloin y = [£t,aq, ..., as., Tu, x|, missi a; > 0 kaikille 1.

Nyt voidaan todistaa lause itse lause toiseen suuntaan.

Todistus. Olkoot f = (a,b,c) ja f' = (a',V, ") kaksi ekvivalenttia redusoitua
epadefiniittid muotoa. Voidaan olettaa, ettd a,a’ > 0 jotta pddjuuret w,w’
ovat aitoja murtolausekkeita (ei kokonaisosaa). Koska muodot ovat ekviva-

lentteja on olemassa joku
o p
< v s ) € SLy(Z),

joka siirtda muodon toiseen. TAmé& siirtdd myods padjuuret niin, ettd ' =

?Y:’jr? . Edellisen nojalla
W' =[xt ay,. .., a9, Tu,w| = [Et ay, ... agp, T, kdy, . kdoy]
misséd w on periodinen. Kaikki aq, . . ., ds,, voidaan tehda positiivisiksi., lisak-

si +t = 0, silld W’ ei sisélla kokonaisosaa. Voidaan osoittaa, ettd (puhtaasti)
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periodinen ketjumurtoluku on yksikésitteinen annetulle v/D:lle, joten o’ pe-
riodinen osa on w:n periodisen osan syklinen permutaatio. Koska ylla oleva
lemma muuttaa osien maardéd aina parillisesti, on w’:n periodi w:n perio-
di siirrettyné parillisella méa#ralla osamurtoja. (syklissd vierekkdisten ensim-
maéisten kerrointen merkki vaihtuu, joten pitda olla parillinen permutaatio).
Kun mennéaén syklissa eteenpéin f:std, saavutaan redusoituun muotoon, jon-
ka paajuuri on «’, mutta tdméa muoto on f’, koska ' ja diskriminantti D
madrittavat muodon yksikésitteisesti. O

Maéaritelmé 3.29. Muotoa (a, —b, ¢) kutsutaan muodon (a, b, ¢) vastamuo-
doksi. Muodot (a,b,c) ja (¢, b,a) ovat liitdnnéisia. Epdmédridinen muoto on
ekvivalentti oman vastakkaismuotonsa kanssa, silld jos b = ka, valinta § = k
antaa

(a,b,¢) ~ (¢, —b,a) ~ (a,b— 2ad,c — bd + ad*) ~ (a,—b,c).

Muotoja (a, b, c) ja (¢, b, a) kutsutaan liitdnnéaisiksi muodoiksi. Vasta- tai
liitdnndismuodot ovat ole aidosti ekvivalentteja, silla matriisit, jotka siirté-

vat ne toisikseen ovat ( (1) _01 ) , ( (1) (1) ), tai niiden vastamatriisit tassa

jarjestyksesséd. Ndiden matriisien determinantti on -1.

Lause 3.30. Syklissd olevien muotojen lukumddrd, jota myds periodiksi kut-
sutaan, on aina parillinen.

Todistus. Redusoidun muodon kertoimet a ja c¢ ovat aina erimerkkisia. Voi-
daan siis muodostaa vierekkéisten muotojen pareja (a,b,c) ~ (¢, b, '), mis-
s ¢ on negatiivinen ja a,c ovat positiivisia. Koska vierekkiisyys siilyt-
tda néiden parien vierekkyyden, kokonaislukuméarapareja muodostaa aina
syklin. O]

Propositio 3.31. Jos muoto f' ja sen liitdnndismuoto f ovat eri sykleissd,
on tama sama totta myds kaikille muodoille molemmissa sykleissd. Tallaisia
syklejd kutsutaan liitdnndisikst sykleikst.

Todistus. Jos aloitetaan muodosta f, ja muodostetaan syklid oikealle, saa-
daan (a,b,c) ~ (¢, b,d’). Toisaalta f’ joka on liitdnnaismuoto f:lle on
(@', b, c) josta sykli vasemmalle antaa (c, b, a). Niin ollen muodot, jotka saa-
daan kulkemalla f:sté oikealle ovat tdsmélleen liitdnnaismuodot nille muo-
doille, jotka saadaan, kun kuljetaan f’:sta vasemmalle. O

Propositio 3.32. Jos sykli sisdltia epamddardisen muodon, sisdaltid se tds-
mdlleen kaksi muotoa, ja lisiksi sykli on oma listanndissyklinsd. Kddantden,
sykli, joka on oma liitadnndisensd, sisdltid tasmdlleen kaksi epdmddrdaistd
muotoa.
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Todistus. Jos muodot f ja sen liitdnnaismuoto f’ ovat samassa syklissé, sil-
loin voidaan kulkea f:std oikealle ja f’ vasemmalle, ja saadaan aina liitdn-
nédismuotojen parit. Koska sykleilld on &arellinen pituus, lopulta on pakko
saapua vierekkdisiin liitdnndismuotoihin (a’,b,a) ~ (a,b,a’). Koska namé
muodot ovat vierekkéisid b + b = 0 mod 2a, joten a | b ja niin (a,b,a’) on
epamédrainen. Samalla lailla jos kuljetaan f:std taaksepéin ja f’:sta eteen-
péin, saavutaan johonkin toiseen epamaariiseen muotoon. Néin ollen itsensa
kanssa liitdnnédinen sykli sisédltdd kaksi epamédriistd muotoa. Se ei voi si-
saltdd enempad, silla sykli padttyy siind vaiheessa, kun kaksi epamaéraisté
muotoa on 16ydetty. On helppo néhda, ettd sykli, jossa on epamédrdinen
muoto, on viistdméatta liitdnndinen itsensé kanssa, koska muoto (a, ak,c) on
vierekkéinen oman liitdnnédismuotonsa (c, ak, a) kanssa. O]

Maaritelma 3.33. Redusoitua syklid (1, b, ¢) kutsutaan tietyn diskriminan-
tin padamuodoksi, ja syklid, jossa se on, kutsutaan paasykliksi.

Esimerkki 3.34. Kun diskriminantti oli negatiivinen, havaittiin, ettd muo-
dot olivat asymmetrisia, silld a < c¢. Positiivisen diskriminantin tapauk-
sessa tdmé ei ole totta. Jos siis 16ydetddn joku redusoitu muoto (a,b,c),
jonka ensimméinen kerroin on vakio a, silloin saadaan suoraan myos re-
dusoidut muodot (—a,b, —c), (¢,b,a) ja (—c,b, —a). Lisdksi, koska vastauk-
set yhtdloon b2 = D mod a tulevat pareittain, saadaan redusoidut muodot
(a,—b+2a0,a—bo+c =, (—a,—b+2ac,—a+bo—c),(a—bo+c,—b+2a0,a)
ja (—a + bo — ¢,—b + 2a0, —a), missi o on a:n etumerkki. Naméa muodot
puolestaan johtavat muihin muotoihin ja niin edelleen.
D =1173=3-17- 23, on olemassa nelja syklia

(1,33,—-21) ~ (=21,9,13) ~ (13,17, —17) ~ (—17,17,13) ~ (13,9, —21) ~ (—21,33,1)
(—1,33,21) ~ (21,9, —13) ~ (—13,17,17) ~ (17,17, —13) ~ (—13,9,21) ~ (21,33, —1)
(3,33,=7) ~ (—=7,23,23) ~ (23,23,—7) ~ (—7,33,3)
(—3,33,7) ~ (7,23,—23) ~ (—23,23,7) ~ (7,33, —-3)
Lopuksi muutama lause siitd, milloin annetut muodot esittévit lukuja.

Lause 3.35. Jos miki tahansa muoto f(y,z) = ax® + bxy + cy?, jonka
diskriminantts on D esittad kokonaislukua m, joka on jaollinen parittomalla

alkuluvulla p ja jolle (%) = —1, silloin vdistimdttd jollekin posititviselle
kokonaisluvulle k pétee p*k | m,p* | p ja p* | y. Mitdidin kokonaislukua, joka

on tdsmdalleen jaollinen alkuluvun p parittomalla potenssilla, ja jolle (%) =

—1, ei voi olla primitiwvisests esitettavissd mailladn primitiiviselld muodolla,
jonka diskriminantti on D.
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Lause 3.36. Jos p on pariton alkuluku, jolle (%) =1, ja b on mikd tahansa

ratkaisu kongruenssiin b> = D mod 4p, silloin p:lle on primitiivinen esitys
muodoilla, jotka kuuluvat luokkiin (p,b,*) ja (p,—b,*), jotka ovat erillisid
muotoja, mutta mitkddan muut muodot ewwdt esitd p:td.

Lause 3.37. Jos p on pariton alkuluku, joka jakaa D :n, silloin p:n voi primi-
tiisesti esittid muodolla, joka kuuluu luokkiin (p,0,*) tai (p,p, *) riippuen
D:n parillisuudesta, ja mikddn muu muoto ei esitd p:ta.

Lause 3.38. Jos m on mikd tahansa kokonaisluku ja D diskriminantts,
silloin m wvoidaan primitiivisesti esittad muodoilla, jotka kuuluvat luokkiin
(m, &b, *), missi b on miki tahansa ratkaisu kongruenssiin b> = D mod 4m,
etkd milladn muilla muodoilla. Jos m = [[pi* alkulukuhajotelmana, silloin
ndiden luokkien joukko on tdsmdlleen se joukko luokkia, jotka esittavat alku-
lukuja p; muodoilla f;, kuten ylld.
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