1 Epaeuklidinen geometria

1.1 Eukleideen aksioomat

Eukleides, Aleksandria, 300-luvulla eKr.:

1. Oletettakoon, ettéd jokaisesta pisteestd jokaiseen pisteeseen voi vetdd suoran
viivan.

Ja adrellistd suoraa voi jatkaa jatkuvasti suoraan.

Ja jokaista keskipistetta ja etéisyytta kohti voi piirtda ympyrén.

Ja kaikki suorat kulmat ovat keskendan samat.
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Ja jos suora, joka lankeaa kahden suoran paélle, tekee sisdpuolella ja samalla
puolella itseddn sijaitsevat kulmat pienemmiksi kuin kaksi suoraa kulmaa,
nuo kaksi suoraa kohtaavat niitd rajattomasti jatkettaessa silld puolella, jolla
ovat ne kahta suoraa kulmaa pienemmaéat kulmat.

Vaikka 1. aksiooman suoria voisi periaatteessa olla useita, Eukleides mychem-
min itse késittelee aksioomaa, kuin suoran oletettaisiin olevan yksikésitteinen, ja
tdmé& on myos jalkipolvien tulkinta. Samaten 2. aksiooman suoraa ajatellaan voi-
tavan jatkaa vain yhdellé tavalla, ja 3. aksiooman ympyrid on samoin vain yksi.

Viidetta aksioomaa kutsutaan paralleeliaksioomaksi. Fukleides mééarittelee yh-
densuuntaiset suorat niin, etté ne eivit leikkaa toisiaan.

Aksioomia kutsutaan historiallisesti postulaateiksi.

1.2 Paralleeliaksiooman todistaminen

Paralleeliaksioomaa yrittivéit todistaa muun muassa seuraavat matemaatikot: Pto-
lemaios (90-168), Proclus (412-487), al-Tust (1201-1074), John Wallis (1616
1703), Girolamo Saccheri (1667-1733), Johann Lambert (1728-1777), Adrien-Marie
Legendre (1752-1833).

Kaikki paralleeliaksiooman “todistaneet” sortuivat olettamaan jotain yliméaa-
raisté, tyypillisesti sellaista, mika on yhtapitavaa kyseisen aksiooman kanssa. Tal-
laisia vaittdmiad ovat muun muassa seuraavat:

1. Suora, joka leikkaa toista kahdesta yhdensuuntaisesta suorasta, leikkaa myos
toista.

2. On olemassa kaksi suoraa, jotka ovat kaikkialla yhta etdélla toisistaan.

3. Kolmion kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa.

4. Jokaista kolmiota kohti on olemassa kolmio, joka on sen kanssa yhdenmuo-
toinen muttei yhteneva.

5. Milla tahansa kahdella yhdensuuntaisella suoralla on yhteinen normaali.
6. Minka tahansa kolmen pisteen kautta voidaan piirtdd ympyréa, jos ne eivat
sijaitse samalla suoralla.



7. Kaksi suoraa, jotka ovat yhdensuuntaisia kolmannen kanssa, ovat yhden-
suuntaiset keskenaén.

8. Suoran ulkopuolisen pisteen kautta voidaan piirtdé vain yksi suoran kanssa
yhdensuuntainen suora (Playfairin aksiooma).

Italialainen jesuiittapappi Girolamo Saccheri yritti todistaa vastaoletuksen
kautta teoksessa Fuclides ab omni naevo vindicatus (1733). Hén padtyi tieta-
méttddn kehittdméan hyperbolista geometriaa samalla tavoin kuin myShemmin
Gauss, Bolyai ja LobatSevski.

Saccheri yritti todistaa paralleeliaksiooman epésuorasti, olettamalla etta paral-
leeliaksiooma ei pade. Han ldhti liikkeelle kuvan mukaisesta suorakaiteesta, jossa
on kaksi yhté pitkda sivua kohtisuorassa annettua suoraa vastaan. Suorakulmion
yldkulmia ei tunneta, mutta yhtenevien kolmioiden avulla on helppo nédhdé, etta
ne ovat yhté suuret.
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On kolme vaihtoehtoa: kulma « on a) 90 astetta b) enemmaén kuin 90 astet-
ta tai ¢) vihemmén kuin 90 astetta. Vaihtoehto a) johtaa paralleeliaksioomaan,
joten Saccheri hylkési sen. Vaihtoehto b) taas johtaa muutaman mutkan kautta
ristiriitaan muiden aksioomien kanssa. Ainoastaan vaihtoehtoa ¢) Saccheri ei pys-
tynyt kumoamaan. Han johti siitd kaikenlaisia jarjettomaltd vaikuttavia tuloksia,
mutta padtyi lopulta hylkddméain myos taméan vaihtoehdon vetoamalla joihinkin
intuitiivisiin periaatteisiin. Aika ei ollut vield kypsé epédeuklidisen geometrian syn-
tymiselle.

Ranskalaisen Adrien-Marie Legendren kirja Eléments de Géométrie (1794) pa-
lautti ranskalaiseen geometrian opetukseen tdsmallisen todistamisen. Kirjasta tuli
hyvin suosittu mm. Ranskassa ja Yhdysvalloissa. Kirjan liitteissé esiintyy paral-
leeliaksiooman todistusyrityksia.

Legendre kéytti todistuksissaan mielelldén erilaisia rajattoman kasvun tai pie-
nenemisen tuottamia ristiriitoja. Han yritti Saccherin tavoin (mutta hinesta tieté-
méittd) epasuoraa todistusta. Legendren vastaoletus oli, etta kaikkien kolmioiden
kulmien summa ei olisi 180 astetta. Han pystyi helposti osoittamaan, ettd min-
kéddn kolmion summa ei voi olla enempéd kuin 180 astetta, joten jonkin kolmion
kulmien summan olisi oltava vihemmaén.

Kuvassa kolmion ABC' kolmion kulmien summa on esimerkiksi 180° — a. Le-
gendre konstruoi toisen kolmion BCD, joka on edellisen kanssa yhteneva niin,
ettd AB = BC. Pisteen D kautta hén piirsi suoran ja tédydensi lopulta kuvion
jatkamalla janoja AB ja AC niin, ettd ne kohtaavat kyseisen suoran pisteissd F
ja F'.
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Nyt kolmioiden ABC ja BC'D kulmien summat ovat molemmat 180° — a, ja
kolmioiden C'E'D ja BF' D kulmien summat molemmat korkeintaan 180°. Yhteenséa
kaikkien kolmioiden kulmien summa on siis korkeintaan 4 - 180° — 2a. Toisaalta
pisteissd B, C' ja D on oikokulmat, joten summa on yhteensa 3-180° + a+ 3+ 7.
Taten ndhdaan, etta

a+ B +v<180° — 2a.

Jatkamalla konstruktiota saadaan kolmioita, joiden kulmien summa on korkein-
taan 180° — 2™a. Lopulta paadytadn tilanteeseen, jossa 2"a > 180°. Taméa on
selvisti mahdotonta, joten vastaoletus on vaara ja paralleeliaksiooma tosi.

Legendren virhe oli siind, ettd hédn oletti janoja AB ja AC voitavan aina jat-
kaa niin, ettd ne kohtaavat lopulta D:n kautta kulkevan suoran. Téhédn kuitenkin
vaaditaan paralleeliaksioomaa.

Augustus de Morgan kertoo Lagrangesta teoksessaan Budget of Paradozes:
Lagrange oli esitteleméssd yhdensuuntaisia suoria koskevaa artikkeliaan Ranskan
Akatemialle, mutta keskeytti luennon sanoihin "Minun tdytyy miettié tatd viela”,
tyonsi paperin taskuunsa eikd enda koskaan puhunut aiheesta.

1.3 Epaiaeuklidiset geometriat

Unkarilaisen Janos Bolyain (1802-1860) matemaatikkoisé Farkas (Wolfgang) Bo-
lyai tunsi aikakauden tunnetuimman matemaatikon, saksalaisen Carl Friedrich
Gaussin (1777-1855), ja yritti kirjeitse saada poikaansa tdméan oppilaaksi. Gauss
ei vastannut kirjeeseen. Janos oli poikkeuksellisen lahjakas: sairastuttuaan hinen
isansa ldhetti pojan jo 13-vuotiaana luennoimaan sijaisenaan.

Isé yritti varoittaa Janosta tutkimasta liikaa paralleeliaksioomaa: ”Se ei johda
tulokseen; sen sijaan se tulee myrkyttdmaédn koko elamaési.” Yritettyddn aikansa
Bolyai ryhtyi késitteleméédn aksiooman negaatiota omana aksioomanaan ja johti
siitd uuden (hyperbolisen) geometrian. Isé liitti pojan todistukset liitteeksi omaan
pedagogiseen teokseensa nimelld Appendiz Scientiam Spatii Absolute Veram FEx-
hibens (1832).

Gauss arvosti Bolyaita: "Pidan téta nuorta geometrikkoa Bolyaita ensimmai-
sen luokan nerona” (kirjeessé entiselle oppilaalleen Gehringille), mutta ei julkisesti



puolustanut tdmén tuloksia. Han oli kuulemma itse pohtinut samoja asioita jo 30
vuoden ajan ja todistanut kaikki Bolyain tulokset ennen hénté. Bolyai masentui
ja vetdytyl matematiikasta, ja Appendiz unohtui 35 vuodeksi.

Gauss néyttad kehittdneen epdeuklidisen geometriansa viimeistddn 1824, 1ah-
tien paralleeliaksiooman negaatiosta kuten Bolyai. Han aikoi ilmeisesti kirjoittaa
tuloksensa ylos, mutta ei koskaan julkaissut niitd. Suurimpana syyné lienee ollut
pelko joutua yleisén hampaisiin, erityisesti Immanuel Kantin (1724-1804) kannat-
tajien.

Kantin mielestd ihmismieli sisdltda jo syntyessdan “intuitioita”, joita ei voi
ajattelussa sivuuttaa vaan jotka muokkaavat sitd. Vain euklidinen geometria on
mahdollinen, koska se on mielessé jo valmiiksi eiké siksi ole mahdollista edes aja-
tella mitd&n muunlaista geometriaa.

Gauss mittasi sellaisen kolmion kulmat, jonka sivut olivat noin 65 km, ja sai
tuloksen joka oli korkeintaan 2 kaarisekunnin péassa 180 asteesta.

Venéldinen Nikolai Ivanovit§ Lobatsevski (1793-1856) opiskeli, opetti ja hal-
linnoi Euroopan itdisimmaéassi, Kazanin yliopistossa. Venajéan yliopistot olivat eris-
tyneitd muusta maailmasta, koska hallitus yritti Napoleonin hyokkayksen jalkeen
luoda kansallisylpeytta ja muun muassa kielsi opetuksen muilla kuin venéjén kie-
lelld seké kielsi venéléisia opiskelemasta Saksassa.

Lobatsevski esitteli geometriansa ensi kerran 1826, ja se julkaistiin Kazanin
yliopiston lehdessé artikkelissa ”Geometrian perusteista”. Pietarin tiedeakatemia
kuitenkin hylkasi artikkelin. Lobatsevski yritti monesti uudelleen saada nékyvyyt-
té teorioilleen, mutta ilman menestysta.

Lobatsevski ldhestyi ongelmaa samasta suunnasta kuin Gauss ja Bolyai. Han
vaihtoi Playfairin aksiooman tilalle oman aksioomansa: annetun suoran ulkopuo-
lisen pisteen kautta voidaan piirtda useampi kuin yksi tuon suoran kanssa yhden-
suuntainen suora. Tuloksena muun muassa jokaisen kolmion kulmien summaksi
tulee vihemman kuin 180 astetta, ja itse asiassa sitd vihemmaén, mitd suurempi
kolmion pinta-ala on.

Gauss luki Lobatsevskin tuloksista saksankielisestd lyhennelméstd (julkaistu
1840), ja oli niin vaikuttunut, ettd opiskeli vield vanhoilla péivillian venédjaa voi-
dakseen tutustua tdman muuhun tuotantoon. Han ei kuitenkaan edelleenkéén an-
tanut julkista tukeaan LobatsSevskin tuloksille.

1.4 Tasmallisyyden vaatimus

Saksalainen Bernhard Riemann (1826-1866) oli Gaussin oppilas. Han péaédsi Got-
tingenissd privatdozentin virkaan, ja Gauss pyysi hidntd pitdméan koeluentonsa
aiheesta “geometrian alkeet” (ainoa kolmesta aiheesta, jota Riemann ei ollut eri-
tyisesti valmistellut). Luento pidettiin koko filosofiselle tiedekunnalle, joten se ei
sisaltdnyt teknisid yksityiskohtia, mutta siitd tuli legendaarinen. Riemann muun
muassa esitti, ettd avaruus voisi olla darellinen mutta rajaton siind mielessa kuin
pallon pinta on dérellisen kokoinen mutta reunaton. Voisi kiyda niin (kuten pallon
pinnalla kéy), ettd mitké tahansa suorat leikkaavat jossain, eiké néin ollen yhden-



suuntaisia suoria olisi lainkaan olemassa. Téma sotii Eukleideen aksioomia 1 ja 2
(ja tietysti 5) vastaan, ja tuottaa vield uudenlaisen epéeuklidisen geometrian.
1800-luvulla syntyi matematiikkaan erityinen tasmallisyyden vaatimus, ja esi-
merkiksi Weierstrass kehitti analyysiin tutun epsilon—delta-perustelun aiemmin
kidytetyn epdmaédridisen "rajattoman ldhestymisen” sijaan. Myo6s reaalilukujen ja
varsinkin irrationaalilukujen luonnetta pohdittiin, ja ne pyrittiin méarittelemadn
tdsmaéllisesti. Samaten geometrialle pyrittiin l0ytdméaan tasmalliset perusteet.

Tahan mennessé oli kehitetty kolme geometrian teoriaa: Eukleideen, Bolyain—
Lobatsevskin sekd Riemannin, mutta mitdan néista ei ollut todistettu ristiriidatto-
maksi. Italialainen Eugenio Beltrami (1835-1900) osoitti vuonna 1868, etté osa lo-
batsevskilaista tasoa voidaan esittdd torvea muistuttavan ns. ”pseudopallon” pin-
nalla (hén esitti muitakin malleja). Suorat tulkitaan pinnan geodeeseiksi. Néin ol-
len jokainen kaksiulotteisen hyperbolisen geometrian tulos voidaan muuttaa pseu-
dopallon pinnalla tavallisen kolmiulotteisen euklidisen geometrian tulokseksi, joten
jos euklidinen geometria on ristiriidaton, my6s hyperbolinen on.

Saksalainen Felix Klein (1849-1925) esitti vuosina 1871 ja 1873 téydelliset
mallit sekd Riemannin ettd Bolyain—Lobatsevskin geometrioille. Hin huomautti,
ettd Riemannin geometrioita on kaksi: toisessa kaikki suorat kohtaavat kahdes-
sa pisteessd, toisessa yhdessid. Ensimmaéinen voidaan esittda pallon pinnalla, jal-
kimmaéinen projektiivisella tasolla (puolipallo, jonka reunan vastakkaiset pisteet
samastetaan).

Saksalainen David Hilbert (1862-1943) julkaisi uuden geometrian aksioma-
tisoinnin teoksessaan Grundlagen der Geometrie (1899). Eukleideen aksioomat
ovat nimittdin riittdmattomat tarvittaviin todistuksiin: muun muassa pisteiden
jarjestyksestéd suoralla ei puhuta, eikd siitd miten ympyrédt tai suorat leikkaa-
vat. My6s muut olivat luoneet uusia aksiomatisointeja (esimerkiksi Moritz Pasch
(1843-1930)), mutta Hilbertin versio oli esteettisesti tyydyttavin, ja hén sailytti
Fukleideen teoksen hengen.

Hilbert myos kehitti euklidiselle geometrialle mallin lukuteorian avulla: tason
pisteet ilmaistiin lukupareina ja suorat yhtéléind. Nain ollen, jos lukuteoria voi-
taisiin osoittaa ristiriidattomaksi, my0s euklidinen geometria olisi sité.

2  Joukko-oppi ja logiikka

2.1 Joukko-opin synty

Bernhard Bolzano (1781-1848) oli boomildinen pappi, joka sai potkut Prahan
yliopiston uskonnon professuurista kerettildisyyden vuoksi. Han oli kiinnostunut
my6s matematiikasta, erityisesti analyysista, ja tuli kehittaneeksi joukko-oppia,
mutta hinen kirjoituksensa eivit saavuttaneet nakyvyytta.

Georg Cantor (1845-1918) syntyi Pietarissa mutta eli ja vaikutti 1&hinna Sak-
sassa, Hallen yliopistossa. Aluksi Cantor tutki lukuteoriaa ja analyysia. Hin osoitti
ettd tiettyihin trigonometrisiin sarjoihin liittyvat yksikésitteisyystulokset péativét,



vaikka sarjan suppenemista ei vaadittu kaikkialla. Suppenemisjoukon tutkiminen
johti vahitellen Cantorin joukko-opin pariin.

Varsinainen joukko-oppi syntyi Cantorin teoksessa Beitrage zur Begrindung
der Transfiniten Mengenlehre (1895). Cantorin mukaan joukko (Menge) oli "mi-
ki tahansa kokoelma M méédrattyja ja erillisid intuition tai padttelyn tuottamia
olioita”. Mika tahansa kuviteltavissa oleva ominaisuus voisi siis mééritella joukon:
joukon voivat muodostaa yhté hyvin irrationaaliluvut tai alle 12-vuotiaat lapset
tai kaikki joukot, joissa on tasan viisi alkiota.

Cantor osoitti, ettd reaalilukujoukkoja on ”eri kokoisia”: joukkoja sanotaan
hidnen mukaansa yhtd mahtaviksi, jos niiden vililld on olemassa bijektio. Toisi-
naan bijektio voi 16ytyé joukon ja sen osajoukon valilld, kuten kokonaislukujen ja
niiden nelididen (mink& huomasi jo Galilei), tai rationaalilukujen ja kokonaislu-
kujen (mink& Cantor todisti). Sen sijaan irrationaalilukuja on yhtd paljon kuin
reaalilukuja, ja tdmé& mahtavuus on aidosti suurempi kuin kokonaislukujen (tai
rationaalilukujen) mahtavuus. Sellaista joukkoa, jonka mahtavuus on sama kuin
kokonaislukujen, sanotaan numeroituvaksi, ja sellaista, jonka mahtavuus on suu-
rempi, ylinumeroituvaksi.

Erityisen merkittiavéaé oli se, etté algebrallisten lukujen joukko (niiden, jotka
ovat jonkin polynomiyhtélon ratkaisuja) on numeroituva, joten suurin osa reaali-
luvuista ei itse asiassa ole algebrallisia. Ainoat téllaiset ns. transkendenttiluvut,
jotka tuolloin tunnettiin, oli l16ytanyt Liouville vuonna 1844.

Cantorin elinikéiseksi haaveeksi jéi ns. kontinuumihypoteesin ratkaiseminen:
onko olemassa joukkoa, jonka mahtavuus olisi aidosti kokonaislukujen ja reaalilu-
kujen mahtavuuksien vélissa?

Cantor loi késitteen kardinaaliluku kuvaamaan dérettoméan joukon mahtavuut-
ta samalla tavoin kuin lukuméara kuvaa darellisen joukon mahtavuutta. Kardinaa-
liluvun maéritelmé ei ollut tdsmaéllinen: se oli jotain, miké olisi yhteista kaikille
yhtd mahtaville joukoille. Cantor nimesi kokonaislukujen mahtavuuden kardinaa-
liluvulla Ny ja osoitti, etté se on pienin ddretdn kardinaali. Han osoitti my0s, etté
tasossa on yhtd monta pistettd kuin suoralla.

Leopold Kronecker (1823-1891), Cantorin ohjaaja, oli Cantorin teorioiden vas-
tustaja. Hanen mielestdan kaiken matematiikan piti olla johdettavissa luonnolli-
sista luvuista aérellisessd méarassa askelia. Kronecker oli korkeassa asemassa Ber-
liinissd ja esti tehokkaasti Cantorin pyrkimyksia edeté urallaan. Cantorin tukijoita
olivat Richard Dedekind (1831-1916) ja Gosta Mittag-Leffler (1846-1927), joista
viimeksi mainittu oli perustanut oman lehden Acta Mathematica ja joka myos
kédnsi Cantorin kirjoituksia ranskaksi. Katkera taistelu uuvutti Cantorin, ja hén
vietti elaménsa loppupuolella paljon aikaa parantoloissa.

Todistaessaan reaalilukujen ylinumeroituvuutta Cantor keksi ns. diagonaaliar-
gumentin. (Cantorin alkuperdinen todistus ei hyodyntinyt diagonaalipdattelyé,
mutta hin julkaisi pian uuden, siistimmén todistuksen.) Cantor teki vastaoletuk-
sen, jonka mukaan reaalilukujen joukko olisi numeroituva. Tall6in myo6s avoimella
valilla (0,1) olisi vain numeroituva mééré reaalilukuja. Kaikkien niiden desimaa-
liesitykset voitaisiin siis laittaa allekkain positiivisten kokonaislukujen vierelle alla



olevan taulukon mukaisesti (voidaan olettaa, ettd kaikki desimaaliesitykset ovat
paattyméattomid korvaamalla nollaan paattyvét vastaavalla yhdeksikkoihin paat-
tyvalla esityksella, esim. 0,5 = 0,49999...):

a11a120130a140415 - - -
a21 22 23 A24 25 - - -
a3l a32 a33 az4 ass - .-
41 G442 Q43 A44 Q45 - . -
as1 52 A53 A54 A55 - - -

T W N =
coooo

Kuvion diagonaalille muodostuu desimaalikehitelma 0, a1 age assaqq ass . - - -
Muodostetaan nyt luku b = 0,b1b2bs ... siten, ettd desimaali b; on 1, paitsi jos
diagonaalikehitelméssa on a;; = 1, jolloin asetetaan b; = 2. Nyt luku b on valilla
(0,1), mutta sen desimaalikehitelmén kaikki numerot ovat ereja kuin diagonaalilla
vastaavassa paikassa oleva numero. Télloin b ei voi olla ylla kuvatussa taulukossa,
koska jos se olisi taulukon i:nnella rivilla, taytyisi olla b; = ay;. Siispa vastaoletus
on vaard, ja reaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

2.2 Joukko-opin paradoksit

Englantilainen Bertrand Russell (1872-1970) keksi vuonna 1902 Cantorin jouk-
koihin liittyvén paradoksin: ei voi olla olemassa joukkoa, joka siséltéisi vain sel-
laiset joukot, jotka eivét sisalld itseddn. Tamé aiheutti joukko-opin vastustajissa
(esim. Poincaré) ilonilmauksia, mutta puolustajissa tarpeen mééritelld joukot hie-
man tdsmallisemmin. My6s Burali-Fortin ja Cantorin paradoksit viittasivat siihen,
ettd Cantorin esittdma joukon méaritelma oli lilan yleinen.

Russellin paradoksi my6s mitétoi saksalaisen Gottlob Fregen (1848-1925) sym-
bolista logiikkaa ja matematiikan perusteita késittelevin laajan teoksen Begriffs-
schrift, einer der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens
(1879). Toisen osan ollessa juuri painossa Frege sai kirjeen Russellilta, ja hén eh-
ti juuri ja juuri lisata liitteen, jossa sanoi: "Tiedemies voi tuskin kohdata mitaan
niin epamiellyttiavad, kuin ettd hénen tyonsa alta vedetddn pohja juuri sen val-
mistuessa. Tdhén asemaan minut asetti herra Bertrand Russelilta saamani kirje
juuri tdmén opuksen painamisen ldhestyessé loppuaan.”

Paradokseista padstiin eroon tarkentamalla joukon késitettd ja luomalla sille
aksiomaattinen pohja. Erityisesti esiteltiin komprehensioaksiooma, jonka mukaan
mielivaltaisilla ominaisuuksilla voisi mééaritelld vain uusia osajoukkoja jo tunne-
tuille joukoille. Parhaan aksioomajarjestelmén tarjosi saksalainen Ernst Zermelo
(1871-1953), jonka paranneltua versiota kutsutaan nykyisin Zermelon—Fraenkelin
aksioomiksi.



2.3 Optimismi ja sen loppu

20. vuosisadan alussa matemaattisessa logiikassa oli vallalla kolme koulukuntaa.
Logisistien, joihin Russell lukeutuu, mielesta kaikki matematiikka voidaan pa-
lauttaa symboliseen logiikkaan. Logiikka on siis perustavanlaatuisessa asemassa
matematiikkaan ndhden. Jattiméinen kolmiosainen opus Principia Mathematica
(1910-1913), jonka Russell kirjoitti Alfred Whiteheadin (1861-1947) kanssa, si-
saltdd joukon aksioomia ja péadttelysddntoja, joista kaiken matematiikan pitéisi
olla johdettavissa. Teos on raskaslukuinen eikad kovin kaytdnnollinen, mutta se
onnistuu osoittamaan, miten matemaattisia perustuloksia tosiaan voidaan johtaa
mielivaltaisen yksinkertaisilta tuntuvista lahtékohdista.

Intuitionistinen koulukunta, jonka johtohahmo oli hollantilainen Luitzen E. J.
Brouwer (1881-1966), puolestaan vaati, ettd kaiken matematiikan on perustutta-
va intuitiivisesti selkeisiin paéttelyihin. Kuten Kronecker aiemmin, intuitionistit
hyvéksyivit lahtokohdaksi luonnolliset luvut ja aérelliset paattelyketjut. Erityi-
sesti kolmannen poissuljetun séddntd darettomid joukkoja tarkasteltaessa oli eh-
dottomasti kiellettyd, mika johti hyvin suuren osan matematiikasta julistamiseen
perusteettomaksi.

David Hilbert puolestaan loi ns. formalistisen koulukunnan. Hénen johtoaja-
tuksenaan oli, kuten logisisteilla, matematiikan palauttaminen perusaksioomiin,
mutta hén ei puoltanut logiikan etuasemaa matematiikkaan ndhden. Hénen mie-
lestadn logiikka oli pddasiassa jotain, milla matemaattisia paéttelyitd voidaan il-
maista tdsmallisesti ja tutkia.

Hilbertin ja hdnen kannattajiensa suurena tavoitteena oli perustaa kaikki ma-
tematiikka lukuteoriaan ja sen jilkeen osoittaa lukuteorian ristiriidattomuus. Hil-
bertin mielestd matemaattisen olion olemassaolon takuu oli sitd koskevan teo-
rian ristiriidattomuus, minké vuoksi hén piti ristiriidattomuustodistuksia erityisen
oleellisina matematiikassa (hdnhén oli itse todistanut Grundlagenissa geometrian
ristiriidattomuuden riippuvan lukuteorian ristiriidattomuudesta). Hilbertin laati-
massa 23 tdrkeimmén matemaattisen ongelman listassa (1900) kaksi ensimmaista
ongelmaa olivat kontinuumihypoteesin ratkaiseminen seké lukuteorian ristiriidat-
tomuuden osoittaminen.

Hilbertin optimismi sai karun lopun 1930, kun nuori itdvaltalainen Kurt Go-
del (1906-1978) ilmoitti hénelle todistamistaan epétdydellisyyslauseista. Niiden
mukaan jokaisessa riittdvan monipuolisessa matemaattisessa teoriassa (kuten lu-
kuteoria) on viistdmatta lauseita, joita ei voi todistaa oikeaksi tai vadraksi itse
systeemin sisélla. Miké pahinta, yksi niistd lauseista oli teorian ristiriidattomuus.
Tama sai monet matemaatikot luopumaan formalismin perustavoitteesta ja totea-
maan yksikantaan "ignorabimus”, emme tule tietdméadn. Hilbert taisteli kuitenkin
téllaista asennetta vastaan mm. kuuluisassa vuoden 1930 eldkkeellejadmispuhees-
saan todeten lopuksi "wir miissen wissen, wir werden wissen”, meidan taytyy tie-
tad, me tulemme tietAmé&an.

Godelin onnistui my6s todistaa, ettd kontinuumihypoteesi on yhteensopiva
joukko-opin aksioomien kanssa, mutta vasta vuonna 1963 amerikkalainen Paul



Cohen (1934-2007) osoitti, ettd kontinuumihypoteesi on myos riippumaton muis-
ta aksioomista, samaan tapaan kuin paralleeliaksiooma on riippumaton muista
Fukleideen aksioomista. Voimme siis halutessamme ajatella sen joko todeksi tai
epatodeksi, ja kummankin tuloksena on omanlaisensa reaalilukujen teoria.



