Lineaarialgebran jatkokurssi
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kesa 2011

Harjoitus 2

Ratkaisuehdotus

Tapana on samastaa avaruus K" sarakevektorideiden muodostaman avaruuden
K™ kanssa. Voidaan siis yhtéd hyvin kirjoittaa (zy, @, ..., z,) tai [z; 2o -+ z,]T.

Tehtavissa 1-10 konstruoidaan vaihe vaiheelta kannanvaihtomatriisi kahden
avaruuden R* kannan S ja T vilille, ja varmistutaan tidmén toiminnasta. Kannat-
taa verrata tehtavia kurssisivulta 16ytyvaan tekstiin kannanvaihdosta.

1. Tiedetddn, etti avaruudella R* on kanta
S =1((1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1)).
Kirjoita vektori v = (a, b, ¢, d) € R* kannan S alkioiden lineaarikombinaationa.
Ratkaisu: Tarkastellaan avaruuden R?* kantaa

S =((1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0), (1,1,1,1)).

Olkoon v = (a, b, ¢,d) € R*. Haluamme loytéa kertoimet z,y, z,w € R, joilla
a 1 1 1 1 r+y+z+w
bl 10 1 1 1l | y+z+w
ol = T 0 +y 0 +z 1 +w 1| = Yt
d 0 0 0 1 w

Vertaamalla vasemman- ja oikeanpuoleisia matriiseja ndhdaan heti, etta taytyy
olla w = d. Takaisinsijoittamalla saadaan ensin z = ¢ — d, sitten y = b — ¢ ja
lopulta x = a — b. Siispé voidaan kirjoittaa

a 1 1 1 1
b 0 1 1 1
. =(a—0) 0 +(b—c¢) 0 + (c—d) 1 +d ]
d 0 0 0 1

2. Millainen on edellisen tehtévéin vektorin v = (a, b, ¢, d) € R* koordinaattivektori
[v]s?
Ratkaisu: Otetaan jo nyt kdyttoon seuraavassa tehtavassa esiteltavat merkinnét
vy = (1,0,0,0), vo = (1,1,0,0), v3 = (1,1,1,0) ja vy = (1,1,1,1). Edellisen
tehtavan nojalla

(a,b,c,d) = (a —b)vy + (b — c)va + (¢ — d)vs + duy,
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joten kannan S = (vy, v, v3,v4) suhteen vektorilla (a, b, ¢, d) on koordinaatit
a—b,b—c,c—d,d. Niinpa vastaava koordinaattivektori on

a—2b
h—
[v]s = c—cci ’
d

. Mitka ovat vektorien
V1 = (1, O, O, O), Vg = (1, 1, O, O), V3 = (1, 1, 1, O) ja Vg = (1, 1, 1, 1)
koordinaattivektorit tehtavéssa 1 esitetyn kannan S suhteen?

Ratkaisu: Tehtévassa on siis tarkoituksena 16ytaé kannan S alkioden esitykset
saman kannan suhteen. Osoittautuu, ettd taméa on adadrimmaisen yksinkertaista
(riippumatta kannan S valinnasta): esimerkiksi v = 1-v; +0-vy+0-v3+0- vy.
Yleisemmin voidaan kaikilla ¢ = 1, 2, 3, 4 kirjoittaa

4
V; = Z ajvj,
j=1
missd a; = 1 ja a; = 0 jos j # <. Néin ollen
0

1 0 0
0 1 0 0
[v1]s = ol [Va]g = ol [vs]g = 1l (V4] = 0
0 0 1

0

. Mitka ovat edellisen tehtavan vektorien vy, vy, vs ja vy koordinaattivektorit
luonnollisen kannan

E =((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,1,0))
suhteen?

Ratkaisu:

Viimeistaan téssa kohtaa on tarked muistaa, etteivat vektori ja sen koordi-
naattiesitys ole sama asia: vektori on vektoriavaruuden alkio ja sen esitys jon-
kin kannan suhteen on kerroinkunnan sarakevektori (joka siis riippuu valitusta
kannasta).

Tehtavan ratkaisuksi saadaan
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5. Jatkoa edellisiin tehtdviin. Etsi matriisi A, jolla kertomalla vektorien vy, vy, v3
ja vy koordinaattivektorit kannan S suhteen voidaan muuttaa koordinaattivek-
toreiksi kannan E suhteen. Toisin sanoen A[v;|s = [v;]g kaikilla i € {1,2,3,4}.
Kannattaa edeté sarake sarakkeelta.

Ratkaisu: Haluamme 16ytaa sellaisen matriisin A, jolla Afv;]s = [v]g kaikilla
kannan S alkioilla v;. Mutta tehtavéin 3 nojalla esitys [v;]s on aina samaa muotoa
kuin luonnollisen kannan i. vektori e; — niinpa tulo Afv;]s on aina matriisin A
i. saraketta vastaava vektori (kannattaa miettid mita téllaisessa kertolaskussa
oikein tapahtuu). Valitsemalla sarakkeiksi nyt vektorit [v;]g, ts. valitsemalla

A=

?

1
1
1
1

o O O =
O O ==
O = =

ehto Alv;]s = [vi]g toteutuu kaikilla 1.
Ratkaisu:

6. Mité edellisessé tehtavissa loytdmasi matriisi A tekee vektorin v = (a, b, ¢, d)
koordinaattivektorille [v]g?

Ratkaisu: Edellisen viikon tehtavissd huomattiin, kuinka lineaarikuvauksen tun-
temiseksi riittda tietdd mita se tekee lahtoavaruuden kantavektoreille. Koska
matriisit vastaavat lineaarikuvauksia, on helppo uskoa saman ominaisuuden
olevan voimassa myo6s matriiseille. Téssa tehtévassa kiy esimerkinomaisesti il-
mi, ettd nain todella onkin. Huomaamme nimittain, etta edellisessa tehtavéssa
loytamémme matriisi A, joka muutti kantavektoreiden esitykset kannasta S
kantaan F, tekee saman mielivaltaiselle vektorille v.

Tehtavéssd 2 saimme vektorin v = (a, b, ¢, d) koordinaattivektoriksi kannan S
suhteen

a—2b
h—
s =1, "4
d

Nyt suoraan laskemalla huomataan, ettéa

1 11 17[a—0b a—b+b—c+c—d+d a

Alu]s = 01 1 1] (b—c _ b—c+c—d+d _ b ~ []s
0 01 1| |c—d c—d+d c
00 01 d d d

Toisin sanoen matriisilla A kertomalla koordinaattivektoria [v]gs saadaan koor-
dinaattivektori [v]g.



Jos merkitaan [v]g = (a/, b, c,d'), saadaan yll& oleva tulos myos

Alv]s = Ala'vy + b vy + dvs + d'vg]s = a' Alvy]s + b Avs]s + ¢ Alvs]s + d Alva] s

= a’ [Ul]E —+ b/ [UQ]E —+ C/[Ug]E —+ d/[1)4]E = [CL/Ul + blvg + Clvg + d/U4]E = [U]E,

tassd on kéytetty esityksen []r lineaarisuusominaisuuksia ja tietoa Alv;ls =
[v;] . Y1I& olevasta manipulaatiosta voi huomata tuloksen yleistyvén vahintaan-
kin seuraavasti: jos S = (s1,...,5,) on avaruuden R" kanta, niin matriisilla
A={[s1]g -+ [sn)E| on ominaisuus A[v]s = [v]E.

. Jatkoa edellisiin tehtéviin. Selvitd matriisi B, jolla kertomalla vektorien vy, vs,
vs ja vy koordinaattivektorit kannan E suhteen voidaan muuttaa koordinaatti-
vektoreiksi kannan S suhteen.

Ratkaisu: Tiedetdén, ettd Afv]ls = [v]g. Jos A on kddntyvi, saadaan tésta
A v]g = [v]s, jolloin voidaan valita B = A~!. Osoittautuu, ettd matriisil-
la A todella on kdanteismatriisi:

11 11] 1000 11 10] 100 —1
0111|0100_)0110|010—1
0011] 0010 00101001 -1
0001 1] 00O01 0001 1] 0O0O0 1
1100110 -1 0
_}0100|01—1O
001000 1 -1
000100 0 1
1000 |1 -1 0 0
_)0100|01—10
0010]0 0 1 -1
000110 O 1
Niinpé etsitty matriisi on
1 -1 0 O
4 |01 -1 0
A_001—1
0O 0 0 1

(Kaantyvyys olisi voitu tarkistaa hieman yksinkertaisemmin laskemalla det A =
1-1-1-1=1+#0.)

Itse asiassa kannanvaihtomatriisi on aina kaantyvéa, joten kdanteismatriisin 10y-
tyminen ei tule yllatyksena.



8. Merkitdan
wy = (1,-1,0,0), wy = (0,1,-1,0), w3 = (0,0,1,—-1) jawy = (0,0,0,1).

Tiedetdan, ettd T = (wy,ws, ws, wy) on avaruuden R* kanta. Etsi matriisi,
jolla kertomalla vektorin v = (a, b, ¢, d) koordinaattivektori kannan 7" suhteen
voidaan muuttaa koordinaattivektoriksi kannan E suhteen.

Ratkaisu: Tarkastellaan avaruuden R* kantaa
T = (wy,ws,ws,wy) = ((1,-1,0,0),(0,1,-1,0),(0,0,1,-1),(0,0,0,1)).

Haluamme 16ytaé matriisin C, jolla C[v]y = [v]g kaikilla avaruuden R* vekto-
reilla v. Kuten tehtavissd 5 ja 6 huomattiin, riittda taman takaamiseksi, etta
Clw;]r = [w;]g kaikilla kannan T alkioilla w;. Muistelemalla nyt millainen on
esitys [w;|r, saadaan vaaditun ehdon toteuttavan matriisin C' sarakkeiksi vek-
torit [w;]g. Toisin sanoen on oltava

1 0 0 O
CI[[wl]E [wo] g [ws]e [w4]E}— _01 _11 (1] 8
0 0O -1 1

Tehtavan 6 ratkaisun loppuosassa todettiin, etta nain muodostetulla matriisilla
C on todella voimassa C[v]r = [v]g kaikilla muillakin v € R?*; téta kannattaa
kayda lapi, jos asia ei ole viela selvinnyt.

9. Jatkoa edelliseen tehtévaan. Milla matriisilla kertomalla vektorin v = (a, b, ¢, d)
koordinaattivektori kannan £ suhteen voidaan muuttaa koordinaattivektoriksi
kannan 7T suhteen?

Ratkaisu: Taas C[v]r = [v]g, joten kddnteimatriisille C~! pétee [v]r = C~[v]g.
Kaénteismatriisi l0ydetadn Lineaarialgebran ja matriisilaskennan kurssin tieto-



jen avulla:

1 0 0 0] 1000 0O 1 0 0| 1100
-1 1 0 0] 0100 . -1 0 1 0] 0110
0O -1 1 0| 0010 0O -1 0 1] 0011
0 0 -1 1] 0001 0 0 -1 1] 0001
-1 0 1 0] 0110 -1 0 1 0] 0110
. o 0 o0 1| 1111 . 0 -1 0 1] 0011
0O -1 0 1] 0011 0 0 -1 1] 0001
0 0 -1 1] 0001 0O 0 0 1] 1111
10 -1 0 | 0 -1 -1 0 10001 1000
. 01 0o —-11]0 0 -1 -1 . 01001 1100
o0 1 -1]0 0 0 -1 0010 7] 1110
oo o 1 |1 1 1 1 0001 ] 1111
jolloin C':n kaanteismatriisi on
1 000
1 _|1'1.00
¢ = 1 11 0
1111

10. Jatkoa edellisiin tehtaviin. Milla matriisilla kertomalla vektorin v = (a, b, ¢, d)

koordinaattivektori kannan S suhteen voidaan muuttaa koordinaattivektoriksi
kannan T suhteen?

Ratkaisu: Etsitaan sellaista matriisia D, jolla pétisi D[v]s = [v]7 kaikilla v € R*.
Tehtivin 6. nojalla tiedetéin, etta mielivaltaisella v € R? saadaan Afv]s = [v]g,
ja edelleen tehtivin 9. nojalla vastaavasti C~![v]g = [v]r. Niinpd C~tAv]g =
[v]7, joten etsimédmme matriisi on D = C~'A. Tamé& on siis kannanvaihtomat-
riisi kannasta S kantaan 7'. Voimme laskea sen:

100 0771 1 11 1 111

110 0101 11 1 2 2 2
A _
D_CA_11100011_1233'

111 1110 0 0 1 1 2 3 4

Myohemmissé tehtavissé etsimme lineaarikuvausten esityksia eri kantojen suh-
teen; néitd merkitaan kuvauksen L ja kantojen S ja T tapauksessa [L]g 7. Kan-
nanvaihtomatriisia voi ajatella erikoistapauksena tésté: kyseessia on identtisen
kuvauksen esitys kantojen S ja T suhteen. Téasta lahtien néissd malleissa kan-
nanvaihtomatriisia merkitdénkin [id]s .
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Kannattaa huomata, etté vastaavasti matriisille D~! = (C7'A)~! = A~'C on
D7l = A7'O)r = A Holp = [v]s
eli D! on kannanvaihtomatriisi kannasta 7" kantaan S.

11.* Keksi kaksi erilaista avaruuden R? kantaa, joista kumpikaan ei ole luonnolli-
nen kanta. Maarita kannanvaihtomatriisi kantojen vélille.
Ratkaisu: Valitaan avaruudelle R kannat S = ((1,1,0),(0,1,1),(0,1,0)) ja
T =((1,-1,0),(—1,0,1),(0,1,1)). (Miksi ndmé& ovat kantoja?) Muodostetaan
kannanvaihtomatriisi [id] g ;- etsimélld ensin matriisit [id]g 5 ja [id] ; ;. Aiempien
tehtavien nojalla

100
idlsg= (1 1 1
010
ja
1 =10
idlrg=1]-1 0 1
0 1 1

Matriisi [id]gr saadaan matriisin [id]7 g kd&nteismatriisina:

1 =10 100 1 -1 0| 100
-1 0 1 ]01O0 —1]0-111]110
0 1 1] 001 0O 1 1] 001
1 -1 0| 100 1 -1 0 | 1 0 0
-0 -11]110—10 1 —-11] -1 =1 0
0 0 2| 111 0 0 1 | 1/2 1/2 1/2
1 -1 0 | 1 0 0 1 00| 12 —-1/2 0
—10 1 0| -1/2 -1/2 0|—|0 1 0 | =1/2 —=1/2 0
0O 0 1 | 1/2 /2 1/2 001 ] 1/2 /2 1/2
Tasta saadaan siis
/2 —-1/2 0
idlgr=|—-1/2 —-1/2 0

/2 1/2 1)2
Nyt kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan 7" saadaan tulona

1/2 —1/2 07[1 0 0 0 —1/2 —1/2
id)sr = [idpgfidss] = |-1/2 —1/2 0 [|1 1 1| =|-1 —-1/2 —1/2]|.
/2 1/2 1/2/ [0 1 0 11 0



12.* Tutkitaan lineaarikuvausta
1
L:R*— R L(a,bcd) = (—§a+b,a—b+7d,a—d).

Kirjoita sen matriisi [L]g, &, avaruuksien R* ja R?® luonnollisten kantojen Ej ja
E5 suhteen. Voit tarkistaa vastauksesi kertomalla saamallasi matriisilla kanta-
vektoreita.

Ratkaisu: Lineaarikuvausten matriiseja etsittiin luonnollisten kantojen suhteen
jo edellisen viikon tehtévissa. Silloin huomattiin, etté lineaarikuvauksen L mat-
riisin sarakkeina ovat kantavektoreiden kuvat. Nyt siis

[L]E4,E3:[[L(1,O,O,O)] [L(0,1,0,0)] [L(0,0,1,0)] [L(0,0,0,l)]}

-1/2 1 0 0

= 1 -1 0 7

1 0 0 —1

Voidaan vield kokeilla mitd matriisi tekee esimerkiksi kantavektorille ey:
-1/2 1 0 0 8 0
1 -1 0 7 ol = 7
1 0 0 -1 1 -1

Laskemalla

L(es) = (0,7,—1)
huomataan, ettd kyseessé on todella koordinaattivektori [L(e4)]g,.
13*. Tutkitaan lineaarikuvausta
L:R*— R L(a,bcd) =(4a—b—c—d,3a—c—d,2a—d,a).

Esité lineaarikuvauksen L matriisi [L]g luonnollisen kannan suhteen. Esita sit-
ten kuvauksen matriisi [L]s tehtdvissd 1 esitetyn kannan S suhteen. Kéayté
kannanvaihtomatriisia.

Ratkaisu: Olkoon L : R* — R* lineaarikuvaus,
L(a,b,c,d) = (4da—b—c—d,3a —c—d,2a — d,a).

Taméan matriisi luonnollisen kannan £ = E, suhteen loydetaan kuten aikaisem-
minkin valitsemalla sarakkeiksi vektorit [L(e;)]g; siis

4 -1 -1 -1
Le = [[Bedle [Lels [Eleale [Les] =[5 0 0 7
1 0 0 0



Tehtévassa 1 annetulle kannalle S on etsitty kannanvaihtomatriisit A = [id]|s g
ja A1 = [id]p s tehtévissa 6 ja 7. Nailla tiedoilla saadaan nyt

[L]s = A [L]pA
1 -1 0 014 -1 -1 —171 1 1 1
o1 -1 0|3 0 -1 =110 1 11
100 1 -1{1]2 0 0 —=1||0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0][0O0O01
1 -1 0 0114 3 21 1 000
01 -1 0332 1 (1101
|00 1 =12 2 2 1] |1 111
o 0 0 1 1 111 1111

14. Mita kaikkea tiedat vektoriavaruuksien kannoista? Entd dimensiosta? Keraa
tulokset yhteen.

Ratkaisu: Ensimmaéisissa harjoituksissa osoitettiin, etta vektoriavaruuden va-
paa jono voidaan aina pidentdéd kannaksi. Toisaalta jokaisesta virittajajonosta
voidaan karsia vektoreita pois niin, etté saadaan kanta.

Jos vektoriavaruus on &arellisulotteinen, voidaan osoittaa, etta sen kaikki kan-
nat ovat samanpituisia. Tata pituutta kutsutaan vektoriavaruuden dimensioksi.
Tasta ja edella mainituista tuloksista seuraa, etté vapaa jono, jonka pituus on
sama kuin avaruuden dimensio, on kanta. Liséksi jono, jonka pituus on suu-
rempi kuin avaruuden dimensio, ei voi olla vapaa. Toisaalta virittdjajono, jon-
ka pituus on sama kuin avaruuden dimensio, on kanta. Jono, jonka pituus on
lyhyempi kuin kannan dimensio, ei voi virittaa avaruutta.

15*. Oletetaan, ettd V on K-kertoiminen vektoriavaruus, jolla on aliavaruus U.
Osoita, ettd myos U on K-kertoiminen vektoriavaruus. Selitd, miksi aliavaruus
méaaritelladn niin kuin se maaritellaan.

Ratkaisu:
Oletetaan siis, ettda V' on K-kertoiminen vektoriavaruus ja U C V sellainen
osajoukko, etta

1. av € U aina kun a € K jav € U,

2. v+w € U aina kun u,w € U.

3.0 €U

Haluamme néyttaa, etta U on itsekin K-kertoiminen vektoriavaruus. Toisin
sanoen seuraavien ehtojen on toteuduttava:



1. U suljettu yhteenlaskun suhteen: a + b € U kaikilla a,b € U.
2. Yhteenlasku assosiatiivinen.

3. Neutraalialkio 0y € U.

4. Alkiolla a vasta-alkio —a.

5. Summa vaihdannainen: a + b = b + a kaikilla a,b € U.

6. U suljettu skalaarikertolaskun suhteen

7. 1g - a = a kaikilla a € U

8. k(a+b) = ka+ kb kaikilla k € K jaa,be U

9. (k+k)a=ka+ Kakaikilla k, k' € K jaa e U
10. (kk")a = k(K'a) kaikilla k, k' € K jaa € U.

(Naistd 5 ensimmaéista takaa, ettd U on vaihdannainen ryhmé, ja seuraavat 5,
ettd skalaarikertolaskulla on tahtomamme ominaisuudet.)

Aliavaruudelle annettu maaritelma kattaa kohdat 1, 3 ja 6. Kohdat 2, 5, 7,
8, 9 ja 10 seuraavat suoraan siita, ettd ne ovat voimassa koko avaruudelle V.
Jéljelle jaa vain kohta 4. Olkoon a € U. On osoitettava, etta a:lla on joukossa
U vasta-alkio. Koska —1x -a € U ja

a+(—lg-a)=1-a+(-1lg-a)=(1—-1)-a=0-a=0,
on —1g - a etsitty vasta-alkio.

Luonnollinen mééaritelméa aliavaruudelle olisi se, etté aliavaruus on vektoriava-
ruus, joka sisaltyy toiseen vektoriavaruuteen. Edelld tehdyt huomiot osoitta-
vat, ettd tamé luonnollinen méaritelma on yhtapitava varsinaisen maéritelman
kanssa. Riittéé siis tarkistaa kolme ehtoa (lisdksi ettda ehdotettu aliavaruus on
koko avaruuden osajoukko), ja tdmé on paljon helpompaa kuin kaikkien vekto-
riavaruuden ehtojen lapi kdyminen.

16*. Oletetaan, etta V = U + W. Osoita, etta V = U & W tasmalleen silloin, kun
UnNnWw ={0}.

Ratkaisu: Oletetaan siis, etta U ja W ovat avaruuden V' aliavaruuksia, ja V =
U-+W. Edellisen viikon tehtévissa osoitettiin, ettd jos UNW = {0}, niin summa
on suora, eli V. = U @ W. Tehtdvan vaitteestd puolet on siis jo todistettu.
Néytettaviksi jaa, ettd jos U NW # {0}, niin summa U + W ei voi olla suora.
Téama ndhdaan helposti: jos v € UNW ja v # 0, saadaan vektorille v kaksi eri
esitysta

v=0+velU+W, v=v+0ecU+W.

Koska v # 0, tdma rikkoo esityksen yksikéasitteisyyden, eikd U + W siten voi
olla suora summa.
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17. Osoita, ettd vektoriavaruus R* on aliavaruuksiensa
U=1{(a,b,0,0)| a,beR} ja W ={(a,a,a,b)]|a,becR}

SuOra sumina.

Ratkaisu: Merkitdan U = {(a,b,0,0) | a,b € R} ja W = {(a,a,a,b) | a,b € R},

jolloin maaritelmén nojalla
U —+ W = {(a1 + as, b1 + ag, g, b2) | ai, ag, bl, b2 € R} .
Nopeasti nihdain, ettd kyseessi on koko R*: jos z,y, z, w € R, niin

r—2z
_|¥—==
=17,

0

g nve 8
g w W oW

eli (z,y,z,w) € U+ W jasiten R* C U + W. Toisaalta U + W C R* joten
yhtasuuruus vallitsee. Lisdksi U N W = {0}, joten edellisen tehtéavin nojalla
Rt=UW.

18. Etsi jotkin kannat edellisen tehtavin avaruuksille U ja W. Muodosta nédiden
kantojen avulla kanta avaruudelle V.

Ratkaisu: Voidaan valita esimerkiksi

S =1((1,0,0,0),(0,1,0,0))
ja

T=1((1,1,1,0),(0,0,0,1)),
jolloin S on avaruuden U ja T avaruuden W kanta. Silloin avaruudella

V=UoW
on edellisen viikon tehtavien nojalla kanta
B =1((1,0,0,0),(0,1,0,0),(1,1,1,0),(0,0,0,1)).

(Kyseessa on kantojen S ja T konkatenaatio.)

19. Osoita, etta tehtédvan 17 aliavaruudet U ja W ovat molemmat vakaita kuvauk-
sessa

L:R*— R (a,b,c,d)— (2b+c+2d,—a+2b+2c+2d,3c + 2d, c + d).
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Ratkaisu: Tarkastellaan kuvausta L : R* — R*,
L(a,b,c,d) = (2b+ ¢+ 2d, —a + 2b+ 2¢ + 2d, 3¢ + 2d,c + d).
Jos z € U, on x muotoa = = (a,b,0,0), jolloin
L(z) = L(a,b,0,0) = (2b,—a + 1,0,0) € U.
Vastaavasti jos x € W, on = = (a, a, a,b) joillakin a,b € R ja talloin
L(z) = L(a,a,a,b) = (3a + 2b,3a + 2b,3a + 2b,a + b) € W.
Siis avaruudet U ja W ovat molemmat vakaita kuvauksen L suhteen.

20. Jatkoa edelliseen. Nyt voidaan mééritella kuvaus Ly: U — U, u — L(u).
Maarita kuvauksen Ly matriisi tehtéavassa 18 loytamaési kannan suhteen.

Ratkaisu: Tarkastellaan maarittelyjoukkoa rajoittamalla saatua kuvausta Ly :
U — U. Haluamme 16ytda sen matriisin tehtavéssa 18 valitun kannan S suh-
teen. Kannattaa huomata, ettei nyt voida ainakaan suoraan kayttaa tehtévassa
13 kasiteltyd menetelméd matriisin [Ly]s 10ytédmiseksi (koska U:lle ei ole ns.
luonnollista kantaa).

Kuten jo aikaisemmin on todettu, matriisi [Ly]|s maaraytyy téysin kantavekto-
reiden kuvien mukaan. On siis oltava [Ly|s[s]s = [Ly(s)]s kaikilla s € S. Tulo
[Lu]s]s]s on tarkemmin katsoen matriisin [Ly]s i:s sarake. Siis

[Luls = [[L(1,0,0,0)]s [L(0,1,0,0)]s]

missi L(1,0,0,0) = (0,—1,0,0) ja L(0,1,0,0) = (2,1,0,0), eli [L(1,0,0,0)]s =

[Luls = [_01 ﬂ '

21. Jatkoa edelliseen. Samalla tavalla voidaan méaritella kuvaus Ly : W — W,
w +— L(w). Mééritad kuvauksen Ly, matriisi [6ytdmési kannan suhteen.

Ratkaisu: Vastaavasti kuin ylla, on kuvauksen Ly : W — W esitys kannan T’
suhteen muotoa

[Lwlr = [[L(1,1,1,0)lw [L(0,0,0,1)]w].

Téssi L(1,1,1,0) = (3,3,3,1) ja L(0,0,0,1) = (2,2,2,1), eli [L(1,1,1,0)]w =
(3,1) ja [L(0,0,0,1)]w = (2,1). Niinpa kuvauksen Ly matriisi kannan T suh-

teen on
3 2
o= [ 7]
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22. Jatkoa edelliseen. Méarita lopuksi kuvauksen L matriisi tehtavéssa 18 16yta-
miési avaruuden R* kannan suhteen.

Ratkaisu:

Tarkastellaan viela kuvausta L : V' — V tehtévassa 18 1oydetyn kannan B suh-
teen. Taas rittad maarittaa kannan B vektoreiden kuvien koordinaattivektorit
samaisessa kannassa B. Pienella tyolla voi vakuuttua siita, ettd jos avaruuden
U alkioille u patee [u]s = (a,b), niin [u]g = (a,b,0,0). Vastaavasti, jos w € W
ja [w]r = (a,b), niin [w]p = (0,0,a,b). Koska U ja W ovat vakaita, saadaan
nyt

[L(1,0,0,0)]5 = (0,—1,0,0), [L(0,1,0,0)]p = (2,1,0,0)

ja
[L(1,1,1,0)]5 = (0,0,3,1), [L(0,0,0,1)]5 = (0,0,2,1).
Siis
0 200
-1 100
L] = 0 03 2
0 01 1

Tata kannattaa verrata matriiseihin [Ly]s ja [Lw|r.

Edelliset tehtéavat kertovat jotakin hyvin olennaista vakaista aliavaruuksista ja
niiden muodostamista suorista summista. Olkoon L: V' — V lineaarikuvaus. Ole-
tetaan, etta V' voidaan kirjoittaa suorana summana aliavaruuksista, jotka ovat
vakaita kuvauksen L suhteen: V =V, Vo P---pV,,. Talloin kuvauksen L matriisi
on mahdollista kirjoittaa hyvin siistissda muodossa. Valitaan avaruudelle V' kanta,
joka muodostuu aliavaruuksien Vi, V5, ..., V, kannoista. Kun kuvauksen L mat-
riisi kirjoitetaan tdmén kannan suhteen, muodostuu matriisiin diagonaalille niin
kutsuttuja blokkeja, jotka vastaavat vakaita aliavaruuksia. Blokkien ulkopuolella
matriisissa on pelkkié nollia. Nollat kuvaavat sita, etté aliavaruudet ovat vakaita,
eiviatka niiden vektorit siksi kuvaudu aliavaruuksien ulkopuolelle. Koska matriisis-
sa on paljon nollia seké katevida blokkeja, on sitd hyvin mukava késitella.

23*. Olkoon L: V — V lineaarikuvaus. Oletetaan, ettd v € V. Osoita, etta ali-
avaruus span(v, L(v), L?(v), L3*(v),...) on vakaa kuvauksessa L.

Olkoon L lineaarikuvaus V' — V. Oletetaan, ettd v € V. Merkitddn A =
{v, L(v), L(L(v)),...}. Jos v/ € span A, on méaritelman myota jollakin Aérelli-
sella n voimassa v = Y1 ;a;L'(v), missé a; € K. Nyt

L) =a;Y L™ (v)=0-v+a)L(v)+aL*(v) + ...+ a,L"""(v) € span A,
=0
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joten span A on vakaa kuvauksen L suhteen.

24*. Tutkitaan lineaarikuvausta L: R? — R? L(a,b) = (b,a). Méaritd kuvauk-

sen kaikki ominaisarvot ja niitd vastaavat ominaisvektorit. Kéayta ominaisarvon
madaritelméaa.
Ratkaisu: Tarkastellaan siis kuvausta L : R*> — R? L(a,b) = (b,a). Jos A € R
on sen ominaisarvo, on jollakin (a,b) # (0,0) voimassa L(a,b) = A(a,b), eli
(b,a) = (Aa, Ab). Talloin on oltava a = A\b = A(Aa) ja b = Aa = A(Ab), josta
tiedon (a,b) # 0 nojalla saadaan 1 = 2. Siis A\ = +1. Tutkitaan vield ovatko
nama molemmat todella ominaisarvoja.

Ainakin L(1,1) = 1-(1,1), eli 1 on ominaisarvo. Vastaavat ominaisvektorit
ovat ne (a,b), joilla (b,a) = (a, b); siis tdsmélleen muotoa (a, a) olevat (nollasta
poikkeavat) vektorit.

Vastaavasti L(1,—1) = (—1,1) = —(1,—1), joten my6s —1 on ominaisarvo.
Jos L(a,b) = (b,a) = —(a,b) = (—a,—b), niin b = —a, joten mahdollisia
ominaisvektoreita ovat muotoa (a,—a) olevat alkiot; nollaa lukuunottamatta
ndma todella ovat ominaisvektoreita, silla L(a, —a) = (—a,a) = —(a, —a).

25%. Osoita, ettéd lineaarikuvauksen ominaisavaruudet ovat vakaita.

Ratkaisu: Oletetaan, ettd L on lineaarikuvaus ja A sen ominaisarvo. Olkoon
O kaikkien A:aa vastaavien ominaisvektorien joukko. Ominaisarvoa A vastaa-
va ominaisavaruus on kaikkien ominaisvektorien virittaméa aliavaruus span(O).
Haluamme néyttaa sen vakaaksi kuvauksen L suhteen. Jos

v € span(0),

on v’ =Y, a;v; joillakin a; € K ja v; € O, ja talloin

n n

L(v') = L(zj; a;v;) = Y_a; L(v;) = (a; M)

i=1 i=1
eli L(v') € span(O). Siis ominaisavaruus todella on vakaa kuvauksen L suhteen.

Huomaa, etté ominaisavaruus on itse asiassa joukko OU{0}. (Tété ei ole vaikea
osoittaa.) Ominaisavaruudessa ei siis ole muita vektoreita kuin ominaisvektorit
seké nolla. Toisin sanoen samaa ominaisarvoa vastaavista ominaisvektoreista
muodostettu lineaarikombinaatio on myo6s ominaisvektori.

Tehtavat 26 ja 27 siirrettiin harjoitukseen 4. Ratkaisuehdotukset esitetaan
tuonnempana.
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