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Harjoitus 5

Ratkaisuehdotus suullisiin tehtéaviin

Tehtavissa 1-7 avaruus V' on K-kertoiminen vektoriavaruus, jonka dimensio on
n, ja L: V — V on lineaarikuvaus.

4. Osoita, ettd jos L* = 0 jollain k, niin L™ = 0. (Muista, etti n = dim V)
Ratkaisu. Todistetaan véite aluksi muodossa
"Jos L*v = 0 jollain k ja jollain v € V/, niin L™v = 0.

Tata muotoa on sitten helpompi kayttaa seuraavissa tehtavissé. Oletetaan siis, etta
Lkv = 0 pétee jollakin positiivisella kokonaisluvulla k ja jollakin v € V. (Huomaa,
ettd jos k = 0, niin L* = I, jolloin v = 0 ja viite pétee triviaalisti. Toisaalta, jos
k on negatiivinen, niin L on kddntyvd, mistd myds seuraa, ettd v = 0.) Lisdksi
voidaan olettaa, ettd k on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla yhtalo pétee.

Edellisen tehtivin perusteella jono (v, Lv, ..., L¥~1v) on vapaa. Tamé tarkoit-
taa sitd, ettd avaruuden dimensio on vahintdén k (koska vapaa jono voidaan aina
taydentad kannaksi). Nyt

L' = L" (L) = L"*(0) = 0,

joten vaitteen uusi muotoilu patee.

Alkuperéiinen véite seuraa nyt helposti: Oletetaan, ettd L* = 0 jollain k. Olkoon
v € V mielivaltainen, jolloin L¥v = 0. Y1l4 todistetun nojalla piatee L"v = 0. Koska
v oli mielivaltainen, sama yhtalo patee kaikilla v € V', joten L™ = 0.

6. Osoita, ettéd aliavaruudet Ker(L — AI)™ ja Im(L — AI)™ ovat vakaita kuvaukses-
sa L.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd v € Ker(L — AI)™, ja osoitetaan, etta myos
Lv € Ker(L — AI)"™. On siis osoitettava, ettd (L — AI)Lv = 0. Huomataan, etta
(x — A\)™ on jokin K-kertoiminen polynomi, joten

(x —N)"x =z(x — )"



Sijoittamalla ylla olevassa yhtélossa muuttujan x paikalle L ja kayttamaélla tietoa
v € Ker(L — A\I)™ saadaan

(L — AI)"Lv = L(L — )™ = L(0) = 0.
Taten Lv € Ker(L — AI)", eli aliavaruus Ker(L — AI') on vakaa kuvauksessa L.
Toinen véite osoitetaan samalla tavalla. Oletetaan, ettd v € Im(L—\I)", jolloin
16ytyy jokin w € V, jolle patee v = (L — AI)™w. Nyt
Lv = L(L — M)"w = (L — \X)" L.

Siispd Lv on alkion Lw kuva kuvauksessa (L — AI)", joten Lv € Im(L — AI)™.

7. Oletetaan, ettd A on L:n ominaisarvo. Osoita, etté

V = Ker(L — AXI)" @& Im(L — \I)".

Ratkaisu. Merkitadn yksinkertaisuuden vuoksi L — Al = T. Oletetaan, etta
v € KerT" N ImT™. Tasta seuraa, ettd T"v = 0 ja toisaalta v = T"w jollain
w € V. Siispa
0=T"v =T"(T"w)) = T*w.
Tehtavasta 4 seuraa nyt, ettd T7"w = 0 eli v = 0. Taten Ker 7" N Im 7" = {0}.
Siten summa Ker 7™ +Im T™ on suora. On vield osoitettava, ettd tdméa summa on
koko avaruus V.

Dimensiolauseen perusteella dim V' = dim Ker 7" +dim Im 7™. Toisaalta harjoi-
tuksen 1 tehtavan 13 nojalla avaruuden Ker 7" & Im 7™ dimensio on dim Ker 7™ +
dim Im 7T™. Koska avaruuksien V' ja Ker 7" @Im 7™ dimensiot ovat samat ja toinen
on toisen aliavaruus, saadaan V = Ker 7™ & Im T™.

8. Olkoon V aéarellisulotteinen kompleksikertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon
L:V — V lineaarikuvaus. Osoita, etté

V=Va+ -+ Vi

missa k € N ja kukin V), on ominaisarvoon \; liittyva yleistetty ominaisavaruus.

Ratkaisu. Merkitaén n = dim V. Tapauksessa n = 1 jokainen lineaarikuvaus
on muotoa Lv = Av jollain A € C, joten vaite patee selvasti. Oletetaan sitten, etta
n > 1 ja seuraava induktio-oletus patee:

Jos W on C-kertoiminen vektoriavaruus, dimW < n ja M: W — W

on lineaarikuvaus, niin W = Wy, +---+ W, , missé k£ € N ja kukin W),
on ominaisarvoon A; liittyva kuvauksen M yleistetty ominaisavaruus.
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Olkoon L: V — V lineaarikuvaus. Koska V' on kompleksikertoiminen, on L:ll&
vahintadn yksi ominaisarvo A (ks. harjoituksen 3 tehtéva 14). Tehtédvan 5 nojalla
tahén liittyvé yleistetty ominaisavaruus on V) = Ker(L — AI)™. Tehtévan 7 perus-
teella V' on suora summa avaruudesta V) ja kuva-avaruudesta W = Im(L — AI)™.
Liséksi W on tehtavan 6 mukaan vakaa kuvauksessa L.

Koska avaruus V) on epatriviaali, sen dimensio m on védhintadn 1. Edelleen,
koska V' = V), @ W, nidhdéén ettd dimW = n — m < n (voitaisiin myos kayttaa
dimensiolausetta). Tarkastellaan kuvauksen L rajoittumaa L|y : W — W (tdhén
tarvitaan joukon W vakautta). Koska rajoittuma on pienempiulotteisen avaruuden
W lineaarikuvaus, induktio-oletuksen perusteella W on summa kuvauksen Ly

yleistetyistd ominaisavaruuksista Wy,,..., Wj,.

Jos nyt w € Wy, niin (L|y — \I)"w = 0. Koska L|y antaa samat arvot
kaikille avaruuden W vektoreille kuin L, ndhddén ettd myos (L — \I)"w = 0
(esimerkiksi kertomalla sulut auki). Néin ollen w on my6s kuvauksen L yleistetty
ominaisvektori.

Olkoon lopulta v € V. Nyt v voidaan esittdd summana v, + w, missi v; € V),
ja w € W. Edelleen w voidaan esittaa summana wy + - - - + wy, misséd w; € W),
jokaisella 7. Nyt sekd vy ettd jokainen w; ovat kuvauksen L yleistettyja ominais-
vektoreita, joten V' on summa yleistetyista ominaisavaruuksista.

9. Ratkaistuasi liniksen jatkokurssin kaikkien aikojen vaativimman tehtavén, kis-
sasi kaatoi kahvikupin muistiinpanojesi paalle. Vain alla olevat rivit sailyivat
lukukelpoisina. Tédydenna muistiinpanot.

Ratkaisu. Taydennykset on laitettu hakasulkuihin.

Viite: [Matriisin A eri ominaisarvoja vastaavat yleistetyt ominaisvektorit ovat
lineaarisesti riippumattomia.]

Todistus: Olkoot v;, ..., v, yleistettyjd ominaisvektoreja, jotka vastaavat eri
ominaisarvoja Aq, ..., A,. Oletetaan, etta

m
Z a;v; = 0.
i=1

Osoitetaan, ettd a; = 0. Olkoon k pienin kokonaisluku, jolla [(A — A\ 1)*v; = 0.]
Koska kaikilla ¢ patee (A — A\;I)"v; = 0, missd n = [dim V', ndhdé&én etté]

=1

= [al(A — Alj)k_l(A — /\2])” e (A — )\m[)nl)l]



Viimeisessa tulossa jokainen termi (A — \;)" voidaan kirjoittaa my6s muodossa
((A=XMD)+ M= MT)" = (A= NDB; + (A — \)"],
missi B; [on jokin lineaarikuvaus.] Nain ollen
0=ar(A —X2)" - (A = A)"(A = M) oy,

Koska [(A — M I)* 1oy # 0 ja (A — \;) # 0 kaikilla i # 1,] téytyy olla a; = 0.
Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd a; = 0 kaikilla 4, joten [vektorit vq,..., vy,
ovat lineaarisesti riippumattomat.]

n

13. Varmista, etté pistetuloa vastaava matriisi luonnollisen kannan suhteen kirjoi-
tettuna on ykkosmatriisi.

Ratkaisu: Olkoon (eq, e, ..., e,) avaruuden R" luonnollinen kanta. Tallin
1, josi=j
€; 6]‘ =
0, muuten.

Koska muotoa vastaava matriisi saadaan asettamalla arvo B(e;, e;) matriisin paik-
kaan (7, 7), on kyseessé ykkosmatriisi.

14. Keksi kaksi symmetrista bilineaarista muotoa avaruudelta R? x R? kuntaan R.
Voit vaikka ensin keksid muotojen matriisit ja johtaa sitten niistd kuvauksen
kaavan. Kaytd mielikuvitustasi.

Ratkaisu: Olkoon muodon B: R? x R? matriisi luonnollisen kannan suhteen
1 0
0 —1{°
Jos (z1,73), (y1,y2) € R?, saadaan arvo B((x1,2), (y1,v2)) kaavasta

71 ) l(l) _01] Bj = [z1y1 — z2y2].

Siis B((z1, %2), (y1,¥2)) = 21y1 — T2y2

Olkoon muodon B’: R? x R? matriisi luonnollisen kannan suhteen

2 1
1 20
Jos (z1,73), (y1,y2) € R?, saadaan arvo B'((zy1,72), (y1,y2)) kaavasta

2 1
[301 1‘2} - 22191 + Tay1 + T1Y2 + 2X2Ys).
1 2 yg

Siis B'((z1,x2), (y1,Y2)) = 2x1y1 + T2y1 + T1Y2 + 222Ys.

4



15. Maarita edellisessé tehtavassa keksimiesi kuvausten matriisit luonnollisen kan-
nan sekéd kannan ((1,1), (1, —1)) suhteen.

Ratkaisu: Luonnollisen kannan suhteen matriisit on jo maaritetty. Siirrytdan
siis kantaan S = ((1,1), (1, —1)). Huomataan, etti

B((1,1),(1,1)) =1—1=0,
B((L,1), (1, ~1)) = 1+ (1) =2
B((1,-1),(L~1)) =1 - 1=0.

Koska muoto on symmetrinen, patee B((1,—1),(1,1)) = B((1,1),(1,—-1)) = 2.
Néain matriisiksi saadaan
0 2

Maaritetdan sitten muodon B’ matriisi kannan S suhteen. Nyt

B((1,1),(1,1)) =2+1+1+2=6,
B((1,1),(1,-1) =2+1-1-2=0
B'((1,-1),(1,-1)=2-1-1+2=2.

B = [g g] |

Myos bilineaaristen muotojen matriisiesityksié kasiteltdesséd voidaan kayttad
kannanvaihtomatriiseja. Tilanne on kuitenkin hieman erilainen kuin lineaariku-
vausten tapauksessa. Jos P on kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan R, patee
vhtéld [B]s = PT[B]gP. Tilld kertaa tarvitaan siis kannanvaihtomatriisin trans-
poosia. Voit itse miettia, miksi tulos pétee.

Nain matriisiksi saadaan

17. Maarita keksimiési symmetrisid bilineaarisia muotoja vastaavavat neliomuo-
dot.

Ratkaisu: Olkoon @Q: R? — R nelidmuoto, joka saadaan bilineaarisesta muo-
dosta B. Talloin

Q(z1,72) = B(xy,21) = 25 — x5 kaikilla (2, 22) € R?.
Olkoon @': R? — R nelidmuoto, joka saadaan bilineaarisesta muodosta B’.
Talloin
Q' (11, 79) = B'(z1,11) = 227 + 20m1 + 1129 + 205 = 205 + 27179 + 225
kaikilla (z1,25) € R2.



