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Harjoitus 5

Ratkaisuehdotus kirjallisiin tehtaviin

Tehtavissa 1-10 avaruus V' on K-kertoiminen vektoriavaruus, jonka dimensio
onn,ja L:V — V on lineaarikuvaus.

1*. Oletetaan, ettd vektorijono (vy,...,v;) on aliavaruuden Ker L kanta ja jono
(1, ..., v, Wy, ..., wy) puolestaan V:n kanta. Osoita, ettd jono (Lwy, ..., Lw,y,)
on aliavaruuden Im L kanta.

Ratkaisu: Néytetaan, etta jono (L(wy), ..., L(w,,)) on vapaa ja virittdd ava-
ruuden Im L. Tavalliseen tapaan lahdetaén liikkeelle oletuksesta
a1 L(wy) + as L(ws) + ... + ay L(wy,) =0,
missd a; € K. Koska L on lineaarikuvaus, tasta seuraa, etta
L(aywy 4 aswg + - - - + apw,y,) = 0.
Nyt aqw; + agws + - - - + apw,, € Ker L, joten
AWy + agws + « - - + AWy, = biv + bovy + ... + by
joillakin b; € K. Tasta saadaan
1wy + asws + - - + AWy, — bivg — by — - -+ — by, = 0.

Koska (v, ..., v, wy, ..., w,) on kanta, tdytyy kaikkien kerrointen olla nollia, joten
erityisesti a; = 0 kaikilla ¢ = 1,...,[. Siispa jono (L(wy), ..., L(w,,)) on vapaa.

Néytetdédn vield, ettd span L(wy), .. ., L(w,,) = Im L. Olkoon v" € Im L. T&ll6in
v' = L(v) jollakin v ja edelleen

L(U) = L(Clvl + -+ qu + dlwl + .4+ dmwm)
joillakin kertoimilla ¢;, d; € K. Tasté seuraa, etta

L(v) =c1L(v1) + ...+ aL(v) + diL(wy) + ... + dp L(w,y,)
=d1L(w) + - + dpp L(wy,),

silld L(v;) = 0 kaikilla¢ = 1,..., (. Erityisesti siis v’ on lineaarikombinaatio alkiois-
ta L(wi), ..., L(wy,), joten Im L C span L(wy), . .., L(w,,), mika piti todistaa.
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2* Osoita dimensiolause:

dimKer L +dimIm L =dimV.

Ratkaisu: Olkoon V' edelleen n-ulotteinen avaruus ja L : V' — V sen lineaari-
kuvaus. Valitaan aliavaruudelle Ker L jokin kanta (vy, ..., v;). TAmé on avaruuden
V vapaa jono, joka voidaan edelleen taydentaéd koko avaruuden kannaksi

(V1 oo VL WYy ey W)

Nyt ollaan edellisen tehtavan tilanteessa, joten tieddmme kuvavektoreiden jonon
(L(wy), ..., L(w,)) muodostavan avaruuden Im L kannan. Niinpé

n=dimV =+ m=dimKer L +dimIm L.

3*. Olkoon v € V. Oletetaan, ettd erdalla positiivisella kokonaisluvulla k patee
LFvy = 0, ja liséiksi k on pienin luku, jolla yhtéld pétee. Osoita, ettd vektorijono

(v, Lv, L*v, ..., LF"')

on vapaa.

Ratkaisu: Oletetaan, ettéa
agv + a Lv+ ...+ ap_ 1 LF o =0 (0.1)

Joillakin a; € K. Haluamme néyttéa, ettd a; = 0 kaikilla ¢ € {1,2,...,k — 1}.
Jos tamé ei pade, voidaan valita pienin 7, jolla pitee a; # 0. Yhtélo (0.1) saadaan
talloin muotoon

a; L' (v) + ai L7 (0) + .. 4 ap L¥H(v) = 0.
Nyt

0= L175(0) = LA (0L (0) 4 asn L () o+ ar L)
= ;L") + ai L (0) + .. 4 ap L7 (0) = a; LF T (w),
silli L*(v) = 0 kaikilla s > k. Koska LF71(v) # 0, taytyy olla a; = 0, miki on

ristiriita. Siispi vastaoletus johti ristiriitaan, joten jono (v, L(v),..., L*!(v)) on
vapaa. Siten viite on todistettu.

Tehtavan vaite voidan todistaa myos hieman eri tavalla. Oletukseen

agv +a;Lv+ ... +apLF v =0



voidaan nimittdin soveltaa kuvausta L*~! puolittain, jolloin saadaan samoin pe-
rustein kuin ylla yhtalo
agLF(v) = 0.

Téstd padtelliin oletuksen LF~1(v) # 0 avulla, ettd ap = 0, jolloin yhtdld (0.1)
tulee muotoon
arLv+...+ ak_lLk_lv = 0.

Seuraavaksi sovelletaan kuvausta L*~2 ja saadaan a; = 0 jne. Néin voidaan induk-
tiivisesti ndyttaa jokainen kerroin nollaksi, mika todistaa vaitteen.

5*. Osoita, etta avaruuden V aliavaruus on kuvauksen L yleistetty ominaisavaruus,
jos ja vain jos se on muotoa Ker(L — \I)", missd A € K.

Ratkaisu: Yleistetyt ominaisavaruudet liittyvéit aina johonkin ominaisarvoon.
Niista ei ole mielekastd puhua, jos ei mainitse avaruuteen liityvda ominaisarvoa.

Oletetaan, ettd U, on kuvauksen L ominaisarvoon A € K liittyva yleistetty
ominaisavaruus. Toisin sanoen

Uy ={v eV |(L—\)"v =0 jollakin k} .

Osoitetaan, ettd Uy = Ker(L — A\I)™.

Olkoon v € U,. Tehtévan 4 perusteella tiedimme, ettd (L — A\)"v = 0. Téasta
seuraa, ettd v € Ker(L — AI)™. Oletetaan sitten, ettd v € Ker(L — AI)". Nyt
(L — M)"v =0, joten v € U,. Siten viite on todistettu.

10. Olkoon V' é&arellisulotteinen kompleksikertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon
L:V — V lineaarikuvaus. Osoita, ettd avaruudella V' on kanta

S: (U1,17-~-7U1,m17 ’U2’1,...,’U2’m2, ey Uk,17~-->vk,mk)7

missd kukin osajono (v;1,...,v;m,) on yleistetyn ominaisavaruuden V), kanta.
Kuvaile, miltd kuvauksen L matriisi ndyttaa kannassa S.

Ratkaisu: Olkoon V' aérellisulotteinen avaruus ja Ay, ..., A, sen eri ominaisar-
vot. Tehtavan 8 nojalla
V=V,+...+V,,

missa V), on ominaisarvoa \; vastaava yleistetty ominaisavaruus. Olkoon jokaisella
i =1,...,n jono (v;i1,...,V;m,) yleistetyn ominaisavaruuden V), kanta. Téll6in
yhdistamallé saatu jono

S = (V11 Vlmys U215« - s V2mgs - - s Vs - - - s Vkmy, )
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virittda avaruuden V'

Osoitetaan vield, ettd jono on vapaa. Oletetaan, etté
a1,1V1,1 + ...+ A1,m;V1,m, + ...+ Ak 1V, 1 + ...+ Qk,myUm;, = 0

joillakin a;; € K. Merkitaan v; = a;1v;1 + ... + @i m,Vim,. Jokainen v; on siis
avaruuden V), alkio. Nyt
vi+...+v, =0. (0.2)

Tehtavan 9 perusteella jokainen eri ominaisarvoja vastaavien yleistettyjen ominais-
vektoreiden muodostama jono on vapaa. Vektorit v; ovat yleistetyissd ominaisava-
ruuksissa, mutta ne eivat yhtéalon (0.2) ja edelld todetun nojalla voi olla yleistettyjé
ominaisvektoreita. Siten niiden téaytyy olla nollia. Siksi v; = 0 kaikilla: =1, ... n.

Vektorit v; 1 + ... 4+ v;,,, puolestaan muodostavat kannan, joten téasta seuraa,
ettd a; ; = 0 kaikilla 7 ja j. Néin ollen S on vapaa.

Koska jokainen yleistetty ominaisavaruus on vakaa ja avaruus on niiden suora
summa, on kuvauksen L matriisi ylla l10ydetyn kannan suhteen hyvin yksinkertai-
sen nakoinen. Matriisi koostuu blokeista, jotka ovat matriisin lavistajalla. Jokainen
blokki vastaa yhté yleistetyistd ominaisavaruuksista.

Tutkitaan vaikkapa avaruutta V),. Sen kanta-alkion v; ; kuva on L(v; ;) on edel-
leen avaruudessa V),. Kun L(v; ;) esitetdan lineaarikombinaationa kannan alkiois-
ta, ovat kaikkien muiden paitsi avaruuden V), kantavektoreiden kertoimet nollia.
Toisin sanoen koordinaattivektorissa [L(v; ;)]s ainoastaan aliavaruuden V), kohdal-
la olevat alkiot poikkeavat nollasta. Koska matriisin [L]g sarakkeina ovat vekto-
rit [L(v; )]s, muodostuu [L]g blokeista, jotka vastaavat aliavaruuksia V),. Kunkin
blokin koko on sama kuin vastaavan aliavaruuden dimensio.

11. * Osoita, ettd avaruuden R" pistetulo B: R* x R* — R, B(v,w) = v - w on
bilineaarinen muoto. Onko se symmetrinen?

Ratkaisu: Kaydaan lépi bilineaarisen muodon ehdot. Olkoot v = (vy,...,vy,),
w = (wy,...,wy) jau=(u,...,u,) avaruuden R™ alkioita ja a € R. Huomataan,
etta

1.

B+ w,u) = (v1 + Wy, ..., 0p +wy) - (Ury ..., Up)
= (v +w)uy + ... (Vp + W)Uy
= Uy + ... + VU, +wiug + ..+ wpu, = B(v,u) + B(w, ),



B, w+u) = (v1,...,0,) - (w1 +ug, ..., w, + uy)
=vnwi + ... +vw, + v1uy + ... +v1u; = B(v,w) + B(v, u),

B(av,w) = (avy,...,av,) - (wy,...,wy,)

= avywy + ... + avyw, = a(vywy + ... + vw,) = aB(v,w),

B(v,aw) = viawy + ... + vyaw, = a(viwy + ... + vw,) = aB(v,w).

Tama bilineaarinen muoto on symmetrinen, silld tunnetusti pistetulon arvo ei
riipu vektoreiden jéarjestyksesté: kaikilla v, w € R™ patee v-w = w-v eli B(v,w) =
B(w,v). Taéméi voidaan perustella laskemalla

U'w:(v17"'>vn)'(w17"'vwn):Ulw1+...—|—vnwn

wivL + ...+ Wy, =W - .

12. * Tutkitaan n x n-matriisia A ja n x 1 matriisia e; = [0,...,0,1,0,...,0]T,

missé luku 1 on paikassa i. Milta ndyttiad tulo el Ae;? Miten tdmé perustelee
sen, etta bilineaarisen kuvauksen matriisi muodostettiin ylla kuvatulla tavalla?

Ratkaisu: Olemme jo aikaisemmissa laskuharjoituksissa huomanneet, ettéd Ae;
on j:s sarake matriisissa A. Merkitdén tata saraketta A;. Jos vektoria A; kerrotaan
vasemmalta matriisilla el , saadaan tulokseksi i:s alkio vektorissa A;. Siis e] Ae; on
matriisin ¢:nnen rivin j:s alkio matriisissa. Kyseessa on siis alkio, joka on paikassa
(4, 7). Toisin sanoen kertominen poimii matriisista paikassa (7, j) olevan alkion.

Tehtavaa edeltaneessa osiossa kerrottiin, etta bilineaarisen kuvauksen matriisin
[B]s paikassa (i, 7) olevan alkion tulee olla kuvapiste B(v;, v;), missa v; ja v; ovat
kannan S alkioita. Téssa tapauksessa [v;]s = €; ja [vj]s = €;, jolloin ylla olevan
nojalla

[vi]5[Blslvsls = €] [Blse; = B(vi, vy).

Kantavektorit kuvautuvat siis oikein. Koska kantavektorit méadraavat bilineaa-
risen kuvauksen, tdméan jalkeen kaikki muutkin vektorit kuvautuva niin kuin oli
tarkoitus.



Téssa vield todistus viimeiselle viitteelle. Olkoon S = (v;, vs, . .., v,) avaruuden
V' kanta. Oletetaan, ettd v = a1v; + ... + a,v, ja w = byvy + ... + b,v,, missi
a;,b; € K. Nyt

[v]5[Bls[w]s = [a1v1 + ... + anva)§[Bls[bivy + - .. + bpvals
= [av1 + ... + @] §[Bls(bi[vi]s + - . . + balva]s)
= a1[v1]5[Bls(bi[vi]s + ... + ba[vals) + - .+ an[va]s[Bls(bi[vi]s + - . . + ba[vn]s)
= arby[v1)5[B]s[vi]s + - .. 4 a1bn[v1]5[Bls[va] s+

oot @b [0, )5 [Bls[vils + - .+ anbu[va] 5 [Bls[vals
= a1byB(v,v1) + ... + a1by, B(vy,vp) + ... + apby B(vg, v1) + ... + anbp B(vp, vy)
= B(ajv1 + ... + ayvn, byvg + ... + byv,) = B(v,w).

16. * Millainen polynomifunktio kuvaus @: R" - R, Q(v) = v - v on?

Ratkaisu: Olkoon v = (vq,...,v,) € R™. Nyt
Q) =v-v=2v4+vs+... .+

Neliomuoto () antaa siis vektorin v Euklidisen normin nelion.



