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Harjoitus 5

Tahdella merkityt laskuharjoitukset palautetaan kirjallisesti viimeistaan ti 21.6.
klo 13. Muut tehtavat kdydaan lapi laskuharjoituksissa tiistaina 21.6. klo 13-15.

Edellisissa harjoituksissa (tai niiden ratkaisuissa) oli hieman puhetta polyno-
meista, joiden muuttujan paikalle sijoitetaan matriisi. On hyva huomata, etta po-
lynomien algebralliset ominaisuudet eivét riipu siitd, mitd muuttujan paikalle lai-
tetaan. Esimerkiksi polynomien kertolasku on vaihdannainen, ja tasti seuraa, etté
jos A on neliématriisi, ja f ja g ovat polynomeja, niin f(A)g(A) = g(A)f(A). Tama
siis pétee, vaikka matriisien kertolasku ei yleisessé tapauksessa olekaan vaihdan-
naista.

Tehtavissa 1-7 avaruus V' on K-kertoiminen vektoriavaruus, jonka dimensio on
n, ja L: V — V on lineaarikuvaus.

1. * Oletetaan, ettd vektorijono (vy,...,v;) on aliavaruuden Ker L kanta ja jono
(1, ..., v, W1, ..., Wy) puolestaan V:n kanta. Osoita, ettd jono (Lwy, ..., Lw,,)
on aliavaruuden Im L kanta.

2. * Osoita dimensiolause:

dimKer L +dimIm L =dimV.

3. * Olkoon v € V. Oletetaan, ettd erdilld kokonaisluvulla k patee LFv = 0, ja
lisiksi &£ on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla yhtdlo patee. Osoita, etta

vektorijono
(v, Lv, L*v, ..., LF ")

on vapaa.
4. Osoita, ettd jos L* = 0 jollain k, niin L™ = 0. (Muista, etti n = dim V)
Vihje: Kayta edellisté tehtavaa.

5. * Osoita, ettd avaruuden V aliavaruus on kuvauksen L yleistetty ominaisava-
ruus, jos ja vain jos se on muotoa Ker(L — A\I)™, missd A € K.



. Osoita, etta aliavaruudet Ker(L — AI)" ja Im(L — AI)™ ovat vakaita kuvaukses-
sa L.

Vihje: Muista, etta polynomit kommutoivat.

. Oletetaan, ettd A on L:n ominaisarvo. Osoita, etta

V =Ker(L — A)" @ Im(L — A)"™.

Vihje: Osoittaaksesi, etta leikkaus on triviaali, valitse jokin leikkauksen alkion
alkukuva w, ja osoita, etti sille pitee (L — A)*w = 0 jollain k. Kéiyti sitten
tehtavaa 4. Virittamiseen voit kayttaa dimensiolausetta.

. Olkoon V é&arellisulotteinen kompleksikertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon
L:V — V lineaarikuvaus. Osoita, etta

V:VA1+...+V>\M
missé k£ € N ja kukin V), on ominaisarvoon J; liittyva yleistetty ominaisavaruus.
Vihje: Kayta induktiota avaruuden dimension suhteen seka edellista tehtavéa.
. Ratkaistuasi liniksen jatkokurssin kaikkien aikojen vaativimman tehtévan, kis-

sasi kaatoi kahvikupin muistiinpanojesi paalle. Vain alla olevat rivit sailyivat
lukukelpoisina. Tédydenna muistiinpanot.

Viite: (...)
Todistus: Olkoot v, ..., v, yleistettyji ominaisvektoreja, jotka vastaavat eri
ominaisarvoja Ay, ..., \,. Oletetaan, etta

m
Z a;V; = 0.
i=1

Osoitetaan, ettd a; = 0. Olkoon k pienin kokonaisluku, jolla (... ) Koska kaikilla
i patee (A — NI)"v; =0, missd n =(...)

0= (A - Alj)k_l(A - /\Ql)n' c (A — /\m])”Zazvl

i=1
Viimeisessa tulossa jokainen termi (A — \;)™ voidaan kirjoittaa my6s muodossa
(A= XD+ = 2))" = (A= MDBi+ (A — A)"],
missd B; (...) Nain ollen
0=a1(Ar — X)) (A1 — An) (A = A D)oy,

Koska (...) taytyy olla a; = 0. Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd a; = 0
kaikilla ¢, joten (...)



10. * Olkoon V aérellisulotteinen kompleksikertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon
L:V — V lineaarikuvaus. Osoita, ettd avaruudella V' on kanta

S = (Vi1 Ulimys V215 U2mas ** 5 Ukds-- s Vkmy),

missd kukin osajono (v;1,...,v;m,,) on yleistetyn ominaisavaruuden V), kanta.
Kuvaile, miltd kuvauksen L matriisi ndyttda kannassa S.

Vihje: Kayta kahta edellista tehtavaa.

Viime laskuharjoituksissa késiteltiin multilineaarisia kuvauksia. Multilineaa-
rista kuvausta kutsutaan bilineaarikseksi, jos lahtojoukon karteesisessa tulossa on
vain kaksi tekijad. Kuvaus B: V x V — K on siis bilineaarinen, jos seuraavat
ehdot patevat kaikilla v,w,u € V jaa € K:

Bilineaarisia kuvauksia kutsutaan usein bilineaarisiksi muodoiksi.

Muoto B on symmetrinen, jos B(v,w) = B(w,v) kaikilla v,w € V.

11. * Osoita, ettd avaruuden R™ pistetulo B: R" x R* — R, B(v,w) = v - w on
bilineaarinen muoto. Onko se symmetrinen?

Kuten kaikki muutkin tdmén asti kéasitellyt lineaarialgebran kasitteet, myos
bilineaariset muodot voidaan esittdd matriiseina. Oletetaan, ettd avaruus V' on
aarellisulotteinen ja silld on kanta S = (v1,v,...,v,). Olkoon B: V x V — K
bilineaarinen muoto. Nyt halutaan 16ytaa sellainen matriisi [B]g, jolla kertominen
antaa saman tuloksen kuin kuvauksella B kuvaaminen. Lahtoarvot ovat vekto-
ripareja, joten jollakin tapaa pitda pystya kertomaan matriisilla kahta vektoria.
Kerrotaan mariisilla [B]g toista vektoria oikealta puolelta ja toista vasemmalta.
Matriisin on siis toteuttava ehto

([v]s)"[Bls[w]s = B(v,w).

Koska kantavektorien arvot méaraavat bilineaarisen muodon arvot taysin, méaray-
tyy muotoa vastaava matriisi kantavektorien arvojen perusteella. Matriisin kohtaan
(¢,7) tulee arvo B(v;,v;). Télloin kantavektorien arvot kuvautuvat oikein.

Vastaavasti jokainen neliomatriisi antaa bilineaarisen muodon.



12. * Tutkitaan n x n-matriisia A ja n x 1 matriisia e; = [0,...,0,1,0,...,0]T,

missé luku 1 on paikassa i. Milta ndyttid tulo el Ae;? Miten tdmé perustelee
sen, etta bilineaarisen kuvauksen matriisi muodostettiin ylla kuvatulla tavalla?

13. Varmista, etta pistetuloa vastaava matriisi luonnollisen kannan suhteen kirjoi-
tettuna on ykkosmatriisi.

14. Keksi kaksi symmetrista bilineaarista muotoa avaruudelta R? x R? kuntaan R.
Voit vaikka ensin keksid muotojen matriisit ja johtaa sitten niistd kuvauksen
kaavan. Kayta mielikuvitustasi.

15. Maaritd edellisessé tehtavassa keksimiesi kuvausten matriisit luonnollisen kan-
nan sekéd kannan ((1,1), (1, —1)) suhteen.

Huomautus kurssin Algebra I kiyneille: Seuraavassa tarkastelussa on oletetta-
va, ettd kunnan K karakteristika ei ole kaksi. Toisin sanoen oletetaan, etta 2 # 0.
Alla esitetty neliomuodon késite voidaan kylla mééaritelld myos karakteristikan
ollessa kaksi, mutta silloin teoria muotoutuu hieman erilaiseksi.

Kuvausta Q: V — K kutsutaan neliémuodoksi, jos Q(v) = B(v,v) jollakin
bilineaarisella muodolla B: V x V — K.

Voidaan osoittaa, ettd neliomuoto ¢): K™ — K on aina muotoa

Q(iL‘l, To, ... ,iL'n) = Z aiijixj

1<j
joillakin vakioilla a; ; € K. Kyseessa on siis polynomifunktio, jossa jokaisen termin
aste on kaksi.
16. * Millainen polynomifunktio kuvaus Q: R” - R, Q(v) = v - v on?

17. Maarita keksimiési symmetrisia bilineaarisia muotoja vastaavat polynomifunk-
tiot.

18. * Mita mielta olit taméan viikon tehtavista? Mikéd mielestasi toimi talla kurs-
silla? Mité olisit toivonut tehtavan toisin?



