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Harjoitus 3

Ratkaisuehdotus suullisiin tehtéviin

4. Mitka seuraavista véitteista pitavit paikkansa? Perustele vastauksesi.

a) Sama vektori voidaan kirjoittaa usealla eri tavalla koordinaattivek-
torina.

b) Lineaarikuvauksessa kannan kuva on kanta.
¢) Lineaarikuvauksen ytimessi on aina vain yksi alkio.

d) Jos kantavektorien arvot tiedetéén lineaarikuvauksessa, tiedetdén
kaikkien vektorien arvot.

e) Jos L: V — V on lineaarikuvaus, niin Ker L N Im L = {0}.

Ratkaisu. a) Totta. Vektorin koordinaattiesitys riippuu kannasta. Esi-
merkiksi vektori v = (1,1) on luonnollisen kannan suhteen kirjoitettuna
[v]g = [1 1]T ja kannan S = ((1,1), (1, —1)) suhteen [v]s = [1 0].

b) Ei vilttamatta. Esimerkkind nollakuvaus Ly: R?* — R, jolle Lyv = 0
kaikilla v € R?. Luonnollisen kannan kuva on Lo{(1,0),(0,1)} = {0}, joka
ei virita avaruutta R.

c) Ei vélttamatta. Edellisen kohdan nollakuvaus kuvaa koko avaruuden
nollavektorille, joten Ker L = R2.

d) Kylla. Olkoon L : V' — W lineaarikuvaus ja S avaruuden V kanta.
Jos v € V, niin 10ytyy jotkin kannan alkiot vy,...,v, € S, joille pétee
v =1 a;v;. Nyt

Lv = LZam = ZaiLvi.
=0 i=0
Jos kanta-alkioiden kuvat Lv; tunnetaan, myos Lv on tunettu.

e) Ei vélttamatta. Mietitddnpé, mitd ehdosta Ker LNIm L = {0} seuraa.
Jos v € Im L, niin v = Lw jollain w € V. Jos samalla péatee v € Ker L, niin
0 = Lv = L?w. Vastaesimerkin 16ytdmiseksi on siis 1oydettavi lineaarikuvaus
L ja vektori w, joille pitee Lw # 0 mutta L*w = 0.

Tallainen kuvaus 16ytyy helposti. Tarkastellaan matriisin L = [8 é} maa-
rittdméa lineaarikuvausta R? — R? (luonnollisen kannan suhteen). Koska
L? = 0, tarvitsee vain 16ytié jokin vektori, joka ei kuvaudu nollaksi. Téllai-
nen on esimerkiksi w = (0,1). Nyt L(0,1) = (1,0) € Im L mutta samalla
L(1,0) = (0,0), joten (1,0) € Ker L.



Jos haluaa ajatella esimerkin kuvausta geometrisesti, se vastaa tason kier-
toa 90 astetta myotapéivaan, jonka jalkeen viel& projisoidaan x-akselille. Téal-
16in kantavektori (0, 1) kiertyy x-akselille kohtaan (1, 0) ja pysyy projisoinnis-
sa paikallaan. Toisaalta vektori (1,0) kiertyy y-akselille, josta se projisoituu
nollaksi.

5. Piirré késitekartta lineaarikuvauksiin liittyvistéa késitteista ja tuloksista.
Ratkaisu: Kasitekartta loytyy ratkaisuehdotuksen viimeiselté sivulta.

6. Paattele seuraavien lineaarikuvausten ominaisvektorit.

a) tason R? kierto kulman 6 ympéri

b) avaruuden R? kierto vektorin v suuntaisen akselin ympéri

)
)
c) kohtisuora projektio tasossa vektorin v € R? suuntaiselle suoralle
d) polynomin derivointi (polynomiavaruuden kuvaus)

)

e) derivoituvan reaalifunktion derivointi (funktioavaruuden C'(R) ku-
vaus)

Ratkaisu. Tassa tehtavassa ei ollut tarkoitus antaa tarkkoja perusteluja
eika valttaméatta edes loytaa kaikkia ominaisvektoreita. Padasia oli yrittaa
sisaistda ominaisvektorin kasite erilaisten esimerkkien avulla. Jos ratkaisua
on vaikea seurata, kannattaa piirtda kuvia.

a) Tarkastellaan mité tahansa nollasta poikkeavaa vektoria v. Kun ta-
soa kierretdan kulman 6 verran (sanotaan vaikka vastapdivddn), v kuvautuu
joksikin vektoriksi v’. Jotta v olisi ominaisvektori, téytyy pétea v = Av jol-
lain skalaarilla A € R. Kiertaminen ei kuitenkaan esimerkiksi muuta vektorin
pituutta, joten A\:n taytyy olla 1 tai —1. Ensimmaéisessa tapauksessa téaytyy
olla # = 2nm jollain n € Z, jolloin kierto on identtinen kuvaus, ja kaikki nol-
lasta poikkeavat vektorit ovat ominaisvektoreita (ominaisarvolla 1). Toisessa
tapauksessa taas taytyy olla § = (2n + 1), jolloin v = —v kaikilla v # 0,
joten téllaiset v:t ovat ominaisvektoreita (ominaisarvo —1).

b) Nollasta poikkeavat vektorit voidaan jakaa kolmeen ryhméén: (1) vek-
torin v (eli kiertoakselin) suuntaiset vektorit, jotka pysyvét kierrossa paikal-
laan ja ovat siksi ominaisvektoreita, (2) kiertoakselia vastaan kohtisuorassa
tasossa olevat vektorit, joiden tilanne palautuu a)-kohtaan, ja (3) loput vek-
torit, jotka eivdt kuvaudu vastavektorikseen, joten ne voivat olla ominais-
vektoreita ainoastaan jos kiertokulma on tayskulman monikerta ja kuvaus
talloin identtinen kuvaus.

c) Téssa kuvauksessa jokainen tason vektori w kuvautuu vektorin v suun-
taiselle suoralle, joten kuvavektori on muotoa tv jollain ¢ € R. Jotta w ¢ {0}
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olisi ominaisvektori, eli jollain A € R pétisi tv = Aw, taytyy joko péated
t = A = 0, tai sitten v:n ja w:n taytyy olla yhdensuuntaisia. Jalkimmé&inen
toteutuu kaikilla v:n suuntaisen suoran vektoreilla (ominaisarvo 1). Edelli-
nen toteutuu, jos ¢ = 0 eli w projisoituu nollavektoriksi. Tamé tapahtuu
tasmaélleen v:ta vastaan kohtisuorilla vektoreilla (ominaisarvo 0).

d) Derivoitaessa reaalikertoimista polynomia sen aste vdhenee yhdell,
ellei kyseessé ole vakiopolynomi. Vakiosta poikkeavan polynomin derivaatta
ei siis voi olla polynomin skalaarimonikerta. Vakiot sen sijaan derivoituvat
nollaksi, joten ne ovat ominaisvektoreita ominaisarvolla 0 (paitsi tietysti nolla
itse, koska nollavektoria ei koskaan lasketa ominaisvektoriksi).

e) Tehtava voidaan pukea sanoiksi: "mitké reaalifunktiot muuttuvat de-
rivoitaessa itsensd monikerroiksi?”. Edellisen kohdan perusteella ainakin va-
kiofunktiot ovat téllaisia (ominaisarvo 0). Liséksi koulusta muistetaan, et-
ta De” = e, joten cksponenttifunktio on ominaisvektori (ominaisarvo 1).
Muutkin ominaisvektorit saadaan eksponenttifunktion avulla, kuten seuraa-
vassa nahdaén.

Oletetaan, etté f on jatkuvasti derivoituva reaalifunktio. Oletetaan lisak-
si, etta kaikilla = patee f(x) # 0. Jotta f olisi ominaisvektori, taytyy pateéa
= Af. Koska f(z) # 0, voidaan jakaa puolittain: f'/f = X. Téasté edelleen
puolittain integroimalla saadaan In | f(z)| = Az +C. Lopulta f(z) = +e“e?®,
missd etumerkki maardytyy siten, ettd f:sté tulee jatkuva.

Differentiaaliyhtédloiden teoriasta seuraa, etté koska nollafunktio toteut-
taa yhtalon f = Af, mikddn muu ratkaisu ei voi koskaan saada arvoa nolla.
Tamé oikeuttaa alun oletuksen f(x) # 0. Liséksi téstd seuraa, ettd lopulli-
sen ratkaisun etumerkki pysyy samana kaikilla x, joten se voidaan sulaut-
taa yhdeksi vakioksi luvun e kanssa. Néiin ollen kaikki ominaisvektorit ovat
muotoa f(z) = De**. Jokaista ominaisarvoa A vastaa siis ominaisavaruus,
joka on vektorin e* suuntainen suora. Vakiofunktiot saadaan ominaisarvolla
A = 0 ja tavallinen eksponenttifunktio ominaisarvolla A\ = 1.

Seuraavien tehtédvien tarkoitus oli osoittaa, ettd kompleksimatriisilla on
aina vahintadan yksi ominaisvektori. Tehtava 14 oli hiukan vaikeampi ratkais-
ta tdsmaéllisesti, mutta riittad, jos tehtdvan idean ymmaéartad. Alla olevassa
ratkaisussa on pyritty mahdollisimman suureen tasmaéllisyyteen.

13. Olkoon A jokin C-kertoiminen n x n-matriisi, ja v € C" \ {0}. Osoita,

etta loytyy kertoimet aq, ..., a,, jotka eivat ole kaikki nollia ja joille pétee
agv + a1 Av + agA*v + - - + a, A"v = 0. (1)
Vihje: Tutki vektorijonoa (v, Av, A%v, ..., A™) ja muista, etti avaruuden

dimensio on n.



Ratkaisu. Koska avaruuden C" dimensio on n, pituudeltaan yhta pidem-
pi vektorijono (v, Av, A%v, ..., A™) ei voi olla vapaa. Loytyy siis kertoimet
agp, . .., a,, jotka eivit ole kaikki nollia ja joille patee yhtalo (1).

14. Jatkoa edelliseen tehtavaan: Osoita, ettd 10ytyy kompleksiluvut a # 0
sekd A1, Ao, ..., A, joille péatee

a(A—MI)(A—=XI)--- (A= X\, )v=0.
Péattele, ettd matriisilla A on ainakin yksi (kompleksinen) ominaisarvo.

Ratkaisu. Etsitty muoto muistuttaa polynomien tekijoihinjaosta. Lahde-
taan siis tutkimaan kompleksikertoimista polynomia

f(z)=ay+arz+- -+ a,z"

missa kaikki kertoimet eivat ole nollia. Kompleksilukujen kunta on algebral-
lisesti suljettu, mika tarkoittaa sitd, ettéd jokaisella vakiosta poikkeavalla
kompleksipolynomilla on kompleksijuuri (algebran peruslause). Tasta seu-
raa, ettd jokainen kompleksipolynomi f jakautuu tuloksi f(z) = (z — \)g(2),
missd A on f:n juuri ja g on yhté astetta pienempi polynomi. Induktiolla
voidaan edelleen paatelld, ettd f jakautuu itse asiassa ensimméisen asteen
tekijoihin, joita on yhta monta kappaletta kuin on polynomin aste. Voidaan
siis paatelld, etta

f(z) = alz = )(z = Ag) -+ (2 = An), (2)

missd m on f:n aste (voi olla pienempi kuin n).

Huomaa, ettd polynomin tekijoihinjaossa ei ole mitaan valid silla, mita
muuttujan z paikalla on. Kyse on vain algebrallisesta "yhteisten tekijoiden
etsimisesta”, tai toiseen suuntaan "sulkujen auki kertomisesta” Voimme siis
todeta, etta sijoittamalla yhtaloon (2) muuttujan z paikalle matriisin A (seka
skalaarien \; paikalle skalaarimatriisin A;1) ja kertomalla sulut auki saadaan
yhtélo

a(A—=MI)(A=Xd) - (A=) =aol + A+ +a,A".
Edelleen, jos jollain vektorilla v pétee
agv + a1 Av + ag A*v + -+ a, A" = (apl + a1 A+ -+ a, AM)v =0,
niin myo6s yhtalo

A(A— M)A = XoI) - (A= Ap)v =0 (3)
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patee. Lisdksi a # 0, koska muuten f on nollapolynomi, miké tarkoittaa
vastaavasti sitd, etta kaikki kertoimet ay, ..., a, olisivat nollia.

Ylla olevan todistuksen seké edellisen tehtavan perusteella tiedamme, et-
ta yhtélo (3) patee jollain m < n ja jollain (itse asiassa kaikilla) v # 0.
Lahtemallé liikkeelle tulon loppupééasta voidaan nyt 16ytéaa haluttu ominais-
vektori: Jos (A — A\, I)v = 0, niin v # 0 kuuluu matriisin A — \,,,I nolla-
avaruuteen eli on matriisin A ominaisvektori ominaisarvolla \,,. Ellei, tar-
kastellaan vektoria wy = (A— A\, 1)v # 0. Jos (A—\,,_1])w; = 0, niin w; on
A:n ominaisvektori ominaisarvolla A, . Ellei, siirrytdan tutkimaan vektoria
wy = (A — Ap_11)wy, jne.

Hieman tasméllisemmin, merkitdan tulon loppupéaata

Ensinnékin huomataan, ettd koska a # 0, taytyy péated w,, = 0. Olkoon
nyt j pienin sellainen indeksi ¢, jolla w; = 0. Nahdaén, ettd j > 0, koska
wo = v # 0. Télléin pétee w;_; # 0 ja w; = (A — A\—j1l)wj_1 = 0, joten
w;—1 on ominaisvektori ominaisarvolla A, ;1.

15. Maéaaritd matriisin
4 6 —1 16
/3 '3 0 0
4 6 -1 16
5 -2 -3 1

determinantti.

Ratkaisu. Matriisissa on kaksi samaa rivia (ensimmaéinen ja kolmas), joten
determinantti on 0.

16. Méaaritd matriisin
4 6 -1 16
/3 '3 0 0
12 18 -2 32
5 =2 =3 1

determinantti.

Ratkaisu. Merkitdan matriisia kirjaimella A. Helpotetaan tehtéivéa lisda-
mallad ensimmainen rivi kolmanteen —2:1la kerrottuna. Tama ei muuta deter-
minanttia mitenkédéan. Tuloksena saadaan

4 6 -1 16
1/3 3 0 0
4 6 0 0
5 -2 -3 1



Nyt voidaan kayttaa kehityskaavaa viimeisen sarakkeen suhteen. Saadaan
det A= —16-det Aj4 +0-det Ayy — 0-det Agy + 1 - det Ayy.

Tarvittavat osadeterminantit ovat

1/3 3 0
det Ay=|4 6 0|=- ‘113 2‘:—3(2—12):30,
5 -2 -3
ja
4 6 -1
det Ay =|1/3 3 0|=-1 1/3 3 = —1(2—12) = 10.
4 6 0 0

Taten
det A=—-16-30+1-10 = —470.
17. Maaritad matriisin

4 -1 6 16

1/3 0 3 0

12 -2 18 32

5 -3 =2 1
determinantti.

Ratkaisu. Kyseessé on lahes sama matriisi kuin edellisessé tehtavéssa: vain
sarakkeet 2 ja 3 on vaihdettu keskendan. Téallainen vaihto muuttaa matriisin
etumerkin vastakkaiseksi, joten determinantti on 470.

18. Maarita matriisin

4 1 6 16
053 0
00 1 32
000 -1

determinantti. Miten saamasi tulos yleistyy?

Ratkaisu. Kayttamalla kehityskaavaa toistuvasti ensimmaéisen sarakkeen
suhteen todetaan, etté

41 6 16
53 0
053 0 1 32
00 1 3 _4.8 (1] 321 _4.5.’0 _1‘_4.5.1-(—1)_—20.
000 —1

Yleisesti ottaen voidaan paatella (tai todistaa induktiolla), ettd ylékol-
miomatriisin (yhta hyvin alakolmiomatriisin) determinantti on lavistajdal-
kioiden summa. Tamé on yksi syy pyrkid muuntamaan matriisi yla- tai ala-
kolmiomuotoon.



(uaayns ueuuey ueaidos)
BUIBY0]g BSSISIIeW JeAAyeu eweu
‘eisisynnienele eisexen
BWWNS BIONS UO SnnseAe sof

7 ~
.. e
’ - ~

L IIIlIIII S~
-

ex"""

isiurewijeeuobelp uo
ISIIIRW U3SHNBANY BSSRUUERY

-

BSSBANISO0Y BISISI0B|9ASIRUILO

~

Isiyew

snnJeAele ee)eA

*
1
1
A}
1
\}

ISILJEWOYIeAUBUURY

olyleAuBUUEY
AJ

K oipalins

SNVANMIYVVANIT

BANY

1_ snnjeAesieuILIO

D
1
1
A L]
)
1
1
1

JIOpjaASIBUILIO B
JOAJESIBUILIO

olpelul

ISYeuuey NNINeANy ejuey
ssol opaliq sneany

onpyalig

1
1
L}

B||ou 19 uUeUIWISIaP
ssol oipyalig sneany

Ifeelnl) uipA ssol
omyalur sneany

.
.

OAJeseulwo IsyA
UBBIUIYEA B[|9S)NeAny
‘D eluNyuIoLdY sof

. uIpA [e-7 uasyneany
uo snnieaesieulwo




