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Harjoitus 3

Ratkaisuehdotus kirjallisiin tehtaviin

1*. Keksi lineaarikuvaus avaruudesta R? avaruuteen R%.
Ratkaisu: Esimerkiksi kuvaus L: R? — R3,
L(a,b) = (a,b,a + b)
on lineaarinen: kaikilla a,da’,b,b',r € R pétee

1. L(a+d',b+V) = (a+d, b+V, a+d' +b+b") = (a,b,a+b)+(d', 0, d'+b') =
L(a,b) + L(d', V'),

2. L(ra,rb) = (ra,rb,ra 4+ rb) = r(a,b,a + b) = rL(a,b).

Muita esimerkkejé voisi olla vaikkapa (a, b) — (2a+b, a,a —3b), (a,b) —
(a,b,0), (a,b) — (0,0,0) jne.

Helppo tapa lineaarikuvauksen keksimiseksi on kirjoittaa sitd vastaava
matriisi. Miké tahansa matriisi nimittdin maarittaé lineaarikuvauksen. Vali-
taan vaikkapa matriisi

4 -1 7
A=12 0 7.
4 1 =3

Péaatetdan, ettd se on kuvauksemme matriisi luonnollisen kannan suhteen.
Nyt vektorin (a, b, ¢) kuva on

4 -1 7 a 4a — b+ Tc
2 0 7 b| = 2a 4+ Tc
4 1 =3| |c 4da + b — 3¢

Kyseessé on siis kuvaus (a, b, ¢) — (4a — b+ Tc,2a + 7c,4a + b — 3c). Kuvaus
on automaattisesti lineaarinen.

2*. Mitka ovat keksimési kuvauksen ydin ja kuva?

Ratkaisu: Maaritetaan ylla valitun kuvauksen L ydin. Kysymys on siita,
mitka vektorit kuvautuvat nollaksi, ts. milla v = (a,b) patee (a,b,a + b) =
L(v) = (0,0,0). Vertaamalla vasenta ja oikeaa puolta keskenddn nahdaan
suoraan, etta on oltava a = b = 0; néin ollen ydin koostuu ainoastaan alkiosta
0=1(0,0) ts. Ker L = {0}.



Aiempien tehtévien parissa on havaittu, ettd lineaarikuvauksen tapauk-
sessa lahtoavaruuden kantavektoreiden kuvat virittéavat aina kuva-avaruuden
(mutta ei valttaméatté koko maalijoukkoal). Kayttamélla esimerkiksi luonnol-
lista kantaa, saadaan

Im L = Span (L(el)a L(e2>) = Span ((17 0, 1)7 (07 L, 1)) :
(Kyseessé on siis erds avaruuden R? taso.)

3*. Oletetaan, etté lineaarikuvauksen L: V' — W ydin on Ker L = 0. Osoita,
ettd L on injektio. Onko tehtévassa 1 keksimasi kuvaus injektio?

Ratkaisu: Olkoon L:V — W lineaarinen ja Ker L = {0}. Jos L(v) =
L(w), on L(v — w) = L(v) — L(w) = 0, eli v — w € Ker L. Mutta silloin
v—w =0 eli v=w jasiten L on injektio.

Koska tehtéavassa 1 valitulle kuvaukselle L maéritettiin tehtavassa 2 ydin
Ker L = {0}, on tehtavan kuvaus L injektiivinen.

7*. Olkoon V vektoriavaruus, jolla on kanta S. Olkoon L: V — V lineaa-
rikuvaus ja [L]g sitd esittavd matriisi. Olkoon vektori v sellainen, etté
[L]s[v]s = A[v]s jollakin A € K. Oletetaan, ettd myos T on avaruuden V/
kanta. Osoita, etta [L|r[v]r = Av]r. Mité tulit todistaneeksi?

Ratkaisu: Olkoot V' vektoriavaruus, S ja T sen kantoja ja A kannan-

vaihtomatriisi kannasta S kantaan 7. Olkoon vield v € V sellainen, etté
[L]s[v]s = A[v]s erdalla A € K. Nyt [L];r = A[L]sA™! ja

[Llr[vlr = A[L]sA™ [v]r = A[L]s[v]s = AA[v]s = AA[v]s = A[v]r,

eli erityisesti [L]r[v]r = A[v]r.

Tuloksen mukaan lineaarikuvausta vastaavan matriisin ominaisarvot eivat
riipu kannasta, jonka suhteen matriisi kirjoitetaan. Téma helpottaa monesti
my0s laskuja. Esimerkiksi jos kuvauksen matriisi on jonkin kannan suhteen
ylakolmiomatriisi, ovat ominaisarvot helposti 16ydettéivissa.

8%*. Olkoon A matriisi, jolla on ominaisarvo A. Osoita, ettd \:aa vastaavat
ominaisvektorit (ynné nollavektori) muodostavat joukon Null(A — AT).

Ratkaisu: Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi, jonka alkiot ovat kunnassa
K. Olkoon A matriisin A ominaisarvo. Merkitaén

Vi = {v € K" | v on \:aa vastaava ominaisarvo tai v = 0}.



Oletetaan, ettd v € V). Talloin patee Av = v ja edelleen Av — A\[v = 0.
Téasté voidan paatella, ettd (A — A )v = 0. Siis v € Null A — Al

Toisaalta, jos v € NullA— AI, on (A — Al)v = 0, eli Av = Av. Siis
Null A — A = {v | Av = \v}.

Ominaisarvoa A vastaavan ominaisavaruuden mériteltiin olevan \:aa vas-
taavien ominaisvektorien virittAméa aliavaruus. Ei ole vaikea osoittaa, etta
kyseessa on sama joukko kuin ylla maaritetty joukko V. (Itse asiassa tulos
seuraa siité, etta osoitimme juuri ominaisvektorien ja nollavektorin muodos-
tavan joukon Null(A — AI), joka on aliavaruus.)

Hyvin usein onkin hyodyllista kasitella ominaisarvoa A vastaavaa ominai-
savaruutta nolla-avaruutena Null(A — AT).

Muista, etta lineaarikuvauksen ydin on sama asia kuin kuvausta vastaa-
van matriisin nolla-avaruus. Jos siis tarkastellaan kuvausta L, jolla on omi-
naisarvo A, on A:aa vastaava ominaisavaruus Ker(L — Aid).

9*. Osoita, ettd ominaisarvoa \ vastaavat yleistetyt ominaisvektorit seké nol-
lavektori muodostavat aliavaruuden.

Ratkaisu: Olkoon A sellainen K-kertoiminen n X n matriisi, jolla on omi-
naisarvo A € K. Merkitaan

Uy ={v € K" | v on yleistetty ominaisvektori tai v = 0}.

Haluamme nayttad, ettd Uy on avaruuden K" aliavaruus. Selvéstikin pétee
Uy C K™ ja0 € Uy, joten riittda nayttad, etta av+bw € U, kaikilla v, w € U,
ja a,b € K. Mutta jos v,w € Uy, on joillakin 7,7 > 1 voimassa

(A—M)'v =0, (A= M) w=0.

Olkoon k suurempi luvuista ¢ ja j (taii josi = j). Nyt milld tahansa a,b € K
saadaan

(A = X)*(av + bw) = a(A — X)*v + b(A — XI)Fv
=a(A— A" (A= M)'v+bA—-MN)FI(A-MN)w=04+0=0,
eli av + bw € U,. Siis U, on aliavaruus.

10*. Todista, etté lineaarikuvauksen eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvek-
torit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Ratkaisu: Oletetaan, ettd L: V' — V on lineaarikuvaus ja Aq,..., A, sen
eri ominaisarvoja. Valitaan naita vastaavat ominaisvektorit vy, ..., v,. Teh-
daan vastaoletus: jono (vy,...,v,) ei ole vapaa. Silloin pisin néistd muodos-

tettava vapaa jono on pituudeltaan k£ < n. Tarvittaessa numerointia muutta-
malla voidaan tilanne palauttaa siihen, ettd kyseinen maksimaalinen vapaa



jono on (vy,...,v;). Mutta nyt vastaoletuksen nojalla jono (vy, ..., vk, Vki1)
on sidottu ja vektori vg,; voidaan esittéda lineaarikombinaationa

Vpt1 = Q101 + AU + . .. + QpUg, (0.1)

jossa kaikki kertoimet a; eivat ole nollia. Sijoittamalla tdma lineaarikuvauk-
seen L saadaan

Met1Vkr1 = L(vgs1) = L(ayvy + agve + ... + apvg)
= a1 L(v1) + asL(ve) + ... + apL(vg) = a1 \v1 + agAave + . .. + apA\gvg.
Toisaalta kertomalla yhtaloa (0.1) puolittain skalaarilla Ay padddytédén yh-
taloon
Ab1Vk41 = Q1A g1 U1 + Q2N 1V2 + -+ QA1
Kahdesta edellisesta yhtéalosta saadaan siten

alvl(/\kH — /\1) + agvg()\k_H — )\2) + Ce —|— akvk(/\kH — )\k) = 0

Mutta koska jono (vy, ..., vx) on vapaa, taytyy olla a;(Ax11 — A;) = 0 kaikilla

i =1,..., k. Koska ainakin yksi a; # 0, on ainakin yhdella 7 voimassa \; 41 =
A;. Tama on ristiriita, sillé kyseessé oli eri ominaisarvot. Niinpa vastaoletus
on vaara ja koko jono (vy,...,v,) on vapaa.

11*. Olkoon V vektoriavaruus, jonka dimensio on n. Olkoon L: V — V li-
neaarikuvaus, jolla on n eri ominaisarvoa. Osoita, ettd kuvauksen L omi-
naisvektorit muodostavat avaruuden V' kannan.

Ratkaisu: Oletetaan, ettd V' on n-ulotteinen vektoriavaruus ja kuvauksella
L:V — V on eri ominaisarvot Aq, ..., \,. Edellisessa tehtavassa todistettiin,
ettd naita vastaavat ominaisvektorit vy, ..., v, muodostavat vapaan jonon.
Aikaisempien tietojen nojalla taas m-ulotteisen avaruuden n-alkioinen jono
on vaistamétta vapaa. Néin ollen jonon (vy,...,v,) on oltava kanta, koska
sithen ei voida lisdta yhtdan vektoria rikkomatta vapautta.

12*. Jatkoa edelliseen tehtavaan. Kirjoita kuvauksen L matriisi ominaisvek-
toreiden muodostamassa kannassa.

Ratkaisu: Olkoon siis B = (vy,...,v,) ominaisarvoja Aq,..., A\, vastaa-
vien ominaisvektoreiden muodostama kanta. Kuten aiemmin, kuvauksen L



matriisi tAméan kannan suhteen saadaan valitsemalla sarakkeiksi kantavekto-
reiden kuvien esitykset kannassa B.

Lls = [[L)]s -+ [L@als] = Palols - Auluals]
A0 - 0
B 0 X --- 0
00 A,

Huomataan siis, etta lineaarikuvauksen matriisin esitys ominaisvektoreiden
muodostamassa kannassa (mikéli olemassa) on diagonaalimatriisi.

Tassa yksi syy siithen, miksi ominaisarvot ovat kiinnostavia. Jos ominais-
vektoreista voidaan muodostaa kanta, nayttda kuvaus tdméan kannan suhteen
kirjoitettuna erittédin yksinkertaiselta. Aina ominaisvektoreista ei kuitenkaan
pysty muodostamaan kantaa.

19*. Olkoon V vektoriavarus, jolla on kanta S. Olkoon L: V — V lineaari-
kuvaus ja [L]s sita esittédva matriisi. Oletetaan, ettd myos 7" on avaruuden
V kanta. Osoita, ettd det[L]s = det[L]y. Mita tulit todistaneeksi?

Ratkaisu: Olkoot siis S ja T' kaksi avaruuden V' kantaa, ja L: V — V
lineaarikuvaus. Olkoon A kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan T'. Edel-

lisen viikon tehtévien nojalla kuvausta esittéville matriiseille pétee [L]r =
A[L]sA". Niinpa

det[L]r = det A[L]sA™" = det A - det[L]g - det A™*

=det A - det[L]s = det[L]g,

det A
miké piti todistaa.

Néytimme siis, etté lineaarikuvausta vastaavan matriisin determinantti ei
muutu, vaikka matriisi kirjoitettaisiin eri kannan suhteen. Voidaan siis pu-
hua lineaarikuvauksen determinantista, ja tuo determinantti voidaan laskea
minka tahansa kannan suhteen.

Tulos helpottaa laskuja tilanteessa, jossa lineaarikuvauksen matriisi voi-
daan kirjoittaa erityisen siistissd muodossa jonkin kannan suhteen.



