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Harjoitus 3

Tahdella merkityt laskuharjoitukset palautetaan kirjallisesti viimeistdan pe 10.6.
klo 10. Muut tehtavit kdydaan lapi laskuharjoituksissa pe 10.6. klo 10-12.

Olkoon L: V — W lineaarikuvaus. Sen ydin on joukko
KerL={veV|L(v)=0}

ja kuva
ImL={L(v)|veV}.

Ydin on avaruuden V' aliavaruus ja kuva ovat avaruuden W aliavaruus.

1*. Keksi lineaarikuvaus avaruudesta R? avaruuteen R?.
2%, Mitka ovat keksimaési kuvauksen ydin ja kuva?

3*. Oletetaan, ettéd lineaarikuvauksen L: V' — W ydin on Ker L = {0}. Osoita,
ettd L on injektio. Onko tehtévassa 1 keksimasi kuvaus injektio?

4. Mitké seuraavista véitteista pitavét paikkansa? Perustele vastauksesi.

a) Sama vektori voidaan kirjoittaa usealla eri tavalla koordinaattivektorina.

=3

o

) Lineaarikuvauksessa kannan kuva on kanta.
) Lineaarikuvauksen ytimessé on aina vain yksi alkio.

o

Jos kantavektorien arvot tiedetiaén lineaarikuvauksessa, tiedetdan kaikkien
vektorien arvot.

e) Jos L: V — V on lineaarikuvaus, niin Ker L N Im L = {0}.
5. Piirra kéasitekartta lineaarikuvauksiin liittyvista kasitteista ja tuloksista.
6. Paattele seuraavien lineaarikuvausten ominaisvektorit.

a) tason R? kierto kulman 6 ympari
b

)

) avaruuden R? kierto vektorin v suuntaisen akselin ympéri

c) kohtisuora projektio tasossa vektorin v € R? suuntaiselle suoralle
)

d) polynomin derivointi (polynomiavaruuden kuvaus)



e) derivoituvan reaalifunktion derivointi (funktioavaruuden C'(R) kuvaus)

Vihje: Kohdassa e) voi kiyttaa integroimissaantoa [ f'(x)/f(z) de = In f(x) +
C.

Oletetaan, ettd A on n X n-matriisi, jonka alkiot ovat kunnassa K. Matriisin
A ominaisarvoksi kutsutaan alkiota A € K, jolle Av = Av jollakin v € K™\ {0}.
Matriiseja voidaan ajatella lineaarikuvauksina kunhan vain kannasta on sovittu.
Matriisin ja sita vastaavan lineaarikuvauksen ominaisarvot ovatkin sama asia, silla
matriisin ominaisarvot eivét riipu kannan valinnasta. (Tata kasitellaan alla olevas-
sa tehtavissa.)

7*. Olkoon V vektoriavaruus, jolla on kanta S. Olkoon L: V' — V lineaarikuvaus
ja [L]s sita esittava matriisi. Olkoon vektori v sellainen, etta [L]s[v]s = A[v]s
jollakin A € K.

Oletetaan, ettd myo6s 7' on avaruuden V' kanta. Osoita, ettd [L]r[v]r = A[v]r.
Mita tulit todistaneeksi?

Vihje: Kayta kannanvaihtomatriisia.

Olkoon A n x m-matriisi, jonka alkiot ovat kunnassa K. Matriisin A nolla-
avaruus on joukko nullA = {v € K" | Av = 0}. Jos matriisia ajatellaan line-
aarikuvauksena, on sen nolla-avaruus sama asia kuin vastaavan lineaarikuvauksen
ydin. Kuten ominaisarvot, myoskaén nolla-avaruus ei riipu valitusta kannasta.

8*. Olkoon A matriisi, jolla on ominaisarvo A. Osoita, ettd ominaisarvoa A vas-
taavat ominaisvektorit (ynné nollavektori) muodostavat joukon null(A — AI).

Oletetaan, ettd A on n x m-matriisi, jonka alkiot ovat kunnassa K. Olkoon A
matriisin A ominaisarvo. Sitd vastaava yleistetty ominaisvektori on vektori v # 0,
joka toteuttaa ehdon (A — AI)7v = 0 jollakin j € N. Jokainen ominaisvektori on
siis yleistetty ominaisvektori.

9*. Osoita, etta ominaisarvoa \ vastaavat yleistetyt ominaisvektori seka nollavek-
tori muodostavat aliavaruuden.

10*. Olkoon L: V — V lineaarikuvaus. Alla on esitetty huonosti kirjoitettu to-
distus sille, etta kuvauksen L eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat



lineaarisesti riippumattomia. Kirjoita todistus uudestaan hyvilla matemaatti-
sella tyylilla.

L lineaarikuvaus, (vy,vs, ..., v,) ominaisvektorit

ol. (v1,va,...,v;) pisin vapaa osajono

k
= Vg1 = Z a;V;
i=1

= L(vpy1) = L(Z;1 a;v;)

k
= Mer1Vks1 = Z Ai@;v;
i=1

k
Mot 1Vk1 = D Mot 1430;
=1
k
=0= Z()\Z — )\kJrl)arL',Ui RR

i=1

11*. Olkoon V vektoriavaruus, jonka dimensio on n. Olkoon L: V — V lineaari-
kuvaus, jolla on n eri ominaisarvoa. Osoita, ettd kuvauksen L ominaisvektorit
muodostavat avaruuden V' kannan.

12*. Jatkoa edelliseen tehtévaan. Kirjoita kuvauksen L matriisi ominaisvektorien
muodostaman kannan suhteen.

13. Olkoon A jokin C-kertoiminen n x n-matriisi, ja v € C" \ {0}. Osoita, etté
loytyy kertoimet ag, ..., a,, jotka eivit ole kaikki nollia ja joille pétee

agv + a1 Av + as A% + - - - + a, A" = 0.

Vihje: Tutki vektorijonoa (v, Av, A%v,..., A™) ja muista, ettd avaruuden di-
mensio on n.

14. Jatkoa edelliseen tehtavadn: Osoita, ettd 16ytyy kompleksiluvut a # 0 seka
A1, Ao, ...y A, joille patee

a(A = MI)(A=XoI) - (A= Ap)v = 0.

Paattele, ettd matriisilla A on ainakin yksi (kompleksinen) ominaisarvo.



Seuraavissa tehtdvissa lasketaan muutamien matriisien determinantteja. Ne-
libmatriisin A = { : } determinanttia merkitédén det A = ’ x ‘ Tarkoituksena on

kéyttaa alla annettuja laskusdantoja (tai muualta opittuja menetelmid). Determi-
nantin maaritelmaé tarkastellaan myohemmin.

Lineaarisuusominaisuuksia:

e Matriisin jonkin rivin tai sarakkeen kertominen vakiolla vastaa determinantin
kertomista samalla vakiolla.

e Jos matriisissa on useampi kuin yksi sama rivi tai sarake, determinantti on
nolla.

e Kahden rivin (tai sarakkeen) vaihtaminen keskendén muuttaa determinantin
etumerkin vastakkaiseksi.

e Matriisin rivin (tai sarakkeen) kertominen vakiolla ja lisdéminen toiseen ri-
viin (tai sarakkeeseen) ei muuta determinanttia mitenkaan.

Algebrallisia ominaisuuksia:

o det(AB) =det A-det B
o det(A™)=1/det A

Kehityskaava (rivin ¢ suhteen): Olkoon 0 < i < n. Matriisin A € K™ deter-
minantti on

det A = Z(—l)“’jazj det Aij;
i=1

missi A;; on (n — 1) x (n — ¢)-matriisi, joka on saatu A:sta poistamalla i:s rivi ja
j:s sarake. (Vastaavasti voidaan determinantti kehittd4 minkéa tahansa sarakkeen
suhteen.)

15. Maarita matriisin
4 6 —1 16

1/3 3 0 0
4 6 —1 16
5 -2 -3 1

determinantti.



16. Maaritd matriisin
4 6 —1 16
1/3 3 0 O

determinantti.

17. Maaritd matriisin
4 -1 6 16

8§ =2 12 32

5 -3 -2 1
determinantti.
18. Maaritd matriisin
4 1 6 16
053 0
0 01 32
000 —1

determinantti. Miten saamasi tulos yleistyy?

Lineaarikuvauksen determinantin maéaaritellian olevan vastaavan matriisin de-
terminantti. Tulemme nadkemaén, ettd lineaarikuvauksen determinantti ei riipu
kannasta, jonka suhteen vastaava matriisi kirjoitetaan.

19*. Olkoon V vektoriavaruus, jolla on kanta S. Olkoon L: V' — V lineaarikuvaus
ja [L]g sité esittavd matriisi. Oletetaan, ettd myos 7' on avaruuden V' kanta.
Osoita, ettd det[L]s = det[L]r. Mita tulit todistaneeksi?

20.*% Mika oli talla viikolla kaikkein hauskin tehtava? Enta helpoin? Enté vaikein?
Tuleeko mieleesi muuta palautetta? Kaytko pajassa tekemésséa tehtavia?



