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Harjoitus 1

Tahdella merkityt laskuharjoitukset palautetaan kirjallisesti viimeistadn to 26.5.
klo 10. Muut tehtavat kaydéaan lapi laskuharjoituksissa to 26.5. klo 10-12.

1.* Olkoon V vektoriavaruus, joka sisaltaa vektorit vy, vs, ..., v,,. Osoita, etta

span(vy, Vg, ..., Up)
on avaruuden V aliavaruus.

2.* Olkoon V vektoriavaruus. Oletetaan, ettd sen aliavaruus U sisaltda vektorit
v1, Vg, . . ., Uy. Osoita, ettéd

span(vy, vg, ..., v,) C U.

3.* Osoita, etta aliavaruus span(vy, ve, ..., v,) on pienin aliavaruus, joka sisaltaa
vektorit vy, va, ..., Uy,.

4. Luettele kolme erilaista avaruuden R?3 kantaa.

5% Olkoon S = (v1,vs,...,v,) avaruuden V kanta. Osoita, ettd jokainen ava-
ruuden V' alkio voidaan kirjoittaa kannan S alkioiden lineaarikombinaationa
tédsmaélleen yhdella tavalla.

6. Oletetaan, ettd avaruuden V' jono (vy,vs,...,v,) on vapaa. Olkoon w € V
vektori, jolle patee w ¢ span(vq,vs, ..., vy). Osoita, ettd jono (v1,va, ..., Uy, w)
on vapaa. Ilmaise todistamasi tulos sanallisesti.

7. Oletetaan, ettd vektorijono S = (v, ve, ..., v,,) virittdd avaruuden V. Kéy lapi
jonon S vektoreita jarjestyksessé ja etsi vapaa osajono, joka edelleen virittaa
avaruuden V. Nain saat aikaan avaruuden V kannan. [lmaise todistamasi tulos
sanallisesti.

8. Oletetaan, etta avaruuden V' vektorijono S = (vq,vs,...,v,) on vapaa. Olete-
taan, ettd jono R = (wy,ws,...,w,) virittdd avaruuden V. Kay lapi jonon R
vektoreita ja lisdd niitd jonoon S tarpeen mukaan niin, ettd saat aikaan ava-
ruuden V' kannan. Ilmaise todistamasi tulos sanallisesti.

9.* Olkoot U ja W vektoriavaruuden V' aliavaruuksia. Osoita, ettd U + W on
avaruuden V aliavaruus.



Olkoon V = U + W. Oletetaan, ettd jokainen alkio v € V voidaan kirjoittaa
tasmalleen yhdelld tavalla summana v = v + w, missa v € U ja w € W. Talléin
merkitaan V = U @& W ja sanotaan, ettd summa U + W on suora.

10. Imaise avaruus R? kolmella eri tavalla aliavaruuksiensa suorana summana.
11. Anna esimerkki avaruuden R* aliavaruuksista, joiden summa ei ole suora.

12.*% Oletetaan, ettd V =U + W ja UNW = {0}. Osoita, ettd V =U & W.

13. Oletetaan, ettd V = U & W. Miten voit muodostaa avaruuden V' kannan
aliavaruuksien U ja W kantojen avulla?

14. Oletetaan, ettd V = U + W. Péteeko ylla osoittamasi tulos edelleen?

15.% Oletetaan, ettd U on vektoriavaruuden V aliavaruus. Olkoot aliavaruudet W,
ja Wy sellaisia, ettd V = U @& Wy ja V = U @ Ws. Péiteeko talloin Wy = Wy?
Seuraavissa tehtavissé kaikilla vektoriavaruuksilla on sama kerroinkunta.

16.* Oletetaan, etta V' = span(vy,va, ..., vy). Olkoon L: V — W surjektiivinen
lineaarikuvaus. Osoita, ettd W = span(L(vy), L(vs), ..., L(vy)).

17.* Olkoon S = (v, vs,...,v,) vektoriavaruuden V' kanta ja L: V — W lineaa-
rikuvaus. Oletetaan, ettd L(v;) = a;, kun v; € S. Olkoon v € V. Miten voit
ilmaista vektorin L(v) arvojen a; avulla? Mitéa tulit osoittaneeksi?

18. Oletetaan, ettd V' ja W ovat vektoriavaruuksia, joilla on kannat (vy,vs, ..., vy,)
ja (wy,ws, ..., wy,). Osoita, ettd avaruuksien V' ja W valilld on isomorfismi (eli
bijektiivinen lineaarikuvaus). Ilmaise todistamasi tulos sanallisesti.

19.* Milta taman viikon tehtavat tuntuivat?



