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V SISATULOAVARUUKSISTA

1. Sisatulon maaritelma

Tarkastellaan sisatulon maarittelya varten kompleksilukujen joukkoa
C={z+iy|zyeR}

missé imaginaariyksikko i toteuttaa yhtilon 2 = —1. Kompleksilukujen yhtisuuruus
seka yhteen- ja kertolasku maarittellaan asettamalla
r1+1y1 = T2 + 1y jos ja vain jos 1 = T2 ja y; = Yo
(acl + iy1> + (LL'Q + iyg) = (.%’1 + LL‘Q) + ’i(y1 + yz);
(z1 +iy1)(z2 +iy2) = 1122 — Y1y2 + i(T1y2 + T201).

Kompleksiluvuilla lasketaan siis muuten samoin kuin reaaliluvuilla, mutta 2 = —1.
Luvun z = = + iy reaaliosa on Re z = x ja imaginaariosa Im z = y. Lukua z = x — 1y
sanotaan luvun z liittoluvuksi eli kompleksikonjugaatiksi. Koska 2z = 2% + 3% = |2|?,

missé |z| on luvun z itseisarvo, niin luvun z kdénteisluku on

1 z z T — 1y .
=== = aina, kun z # 0.
2z |22 2?2 +y? ’ 7

Maaritelma. Olkoon V' K-kertoiminen (K = R tai C) vektoriavaruus. Kuvausta
VXV —-K:(X,Y)— (X|Y) sanotaan sisdtuloksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

ST1. (X|Y) = (Y|X) aina, kun X,Y € V;

ST2. (X +Y|Z)=(X|Z)+ (Y|Z) aina, kun X,Y,Z € V;

ST3. (aX|Y) = a(X|Y)aina, kun a € K ja X, Y € V;

ST4. (X|X) > 0 aina, kun X € V, ja (X|X) =0 jos ja vain jos X = 0.

Huomautus. 1) Jos K = R, niin (X]Y) = (Y|X) ehdon ST1 mukaan.
2) Ehdosta ST2 saadaan: Jos X =0 tai Y = 0, niin (X|Y) = 0.
3) Ehdoista ST2 ja ST3 saadaan induktiolla

(a1 X1+ -+ Xn|Y)=a(XalY) + - 4+ cn(Xn]Y).
Kayttamalla lisdksi ehtoa ST1 saadaan myos

Y X1+ 4+ enXpn)=a(Y|X1) + -+, (Y[X,).

4) Jos (X1]Y1) = (X|Y2) aina, kun X € V, niin Y7 = Y5. Néin on, silld (X|Y; —Y2) =0
aina, kun X € V. Erityisesti, kun X = Y7 — Y5, joten (Y7 — Y2|Y; — Y2) = 0. Ehdon
ST4 nojalla on oltava Y; — Yo =0eli Y7 = Y5.
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Maaritelma. Sisatulolla varustettua lineaarista avaruutta sanotaan sisdtuloavaruu-

deksi. Reaalista aarellisulotteista sisatuloavaruutta sanotaan euklidiseks: avaruudeksi
ja vastaava kompleksista avaruutta unitaarisekst avaruudeksi.

Esimerkkeja. 1) Avaruudessa R™ vektorien

1 1

Z2 Y2
X = ) ja Y =

.Q?n yn

sisatulo voidaan maéritella yhtalolla
(X]Y) = 2191 + 22y2 + -+ + TpYn.

Télloin kiytetddn myos merkintdd (X|Y) = X -Y ja puhutaan pistetulosta tai skalaari-
tulosta. Samaistamalla skalaarit ja 1 x 1-matriisit voidaan myos asettaa

(X|Y)=Xx"Ty.
2) Yhtilo
(X|Y) =271 + 2252 + -+ + 20

méirittelee sisitulon avaruuteen C". Tillsin (X|Y) = XTY, missi vektori Y saadaan
korvaamalla vektorin Y koordinaatit liittoluvuillaan.

3) Tarkastellaan valilld [a, b] jatkuvien reaalifunktioiden muodostamaa vektoriavaruutta

C([a,b]). Yhtils
b

(flg) = / f(2)g(x)de

a

maédrittelee sisdtulon avaruuteen C([a, b]).
2. Vektorin pituus eli normi
Sisatuloavaruudessa V' voidaan maaritella vektorin pituus seuraavasti.

Maaritelma. Vektorin X € V' pituus eli normi || X || mééritelladn asettamalla

X1 = V(X]X).
Huomautus. 1) Ehdon ST4 mukaan || X|| > 0 ja ||X|| = 0 jos ja vain jos X = 0.
2) Koska

X2 = (cX|cX) = c¢(X|cX) = c(cX|X) = X) = ce(X|X
eX|]* = (eX[eX) = e(X|eX) = ¢(eX[X) = ce(X[X) = ce(X|X),

@]
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niin [[eX[] = |¢ [|X]].

3) Jos X # 0, niin vektori ﬁ on ns. yksikkovektori eli vektori, jonka pituus on 1.

Esimerkkeja.

Lause 2.1 (Schwarzin epayhtéld). |(X|Y)| < ||X]] ||Y]|. Yhtésuuruus pétee téssi jos
ja vain jos joukko {X,Y} on lineaarisesti riippuva.

Todistus. Jos Y = 0, niin kummankin puolen arvo on 0 ja {X,Y} on lineaarisesti
riippuva. Nain ollen viitteet patevat tdssa tapauksessa.

Oletetaan lopputodistuksen ajan, ettd Y # 0. Talloin jokaiselle a € C pétee

0< (X +aY|X +aY)=(X|X+aY)+ (aY|X +aY)
= (X]|X)+ (X|aY) +a(Y|X) + a(Y]aY)
= [|X[]° +a(X|Y) + a(X]Y) +aal|Y||*.

Valitsemalla téssd a = t(X]Y), t € R, saadaan
X2 + 2t|(X|Y))? + 2|(X|Y)|? |Y||*> >0 aina, kun t € R.
Vasen puoli saa pienimmén arvonsa, kun ¢ = —W. Epéayhtalo on talldin

(XX

11" — 2 >
Y12 Y12

eli
(1) X[ Y ]2 = [(X[Y))?.

Ensimmaéainen véaite seuraa tasta.

Jos epéyhtélossd (1) on yhtdsuuruus, niin yhtdsuuruuden on oltava myos jokaisessa
alemmassa vaiheessa. Erityisesti (X + aY|X + aY) = 0, kun a = —(X|Y)/||]Y]]?.
Ehdon ST4 mukaan talléin X +aY =0, ja {X,Y} on lineaarisesti riippuva. Toisaalta,
jos {X,Y} on lineaarisesti riippuva, niin X = ¢Y jollakin ¢ € C (itse asiassa on oltava
c= (X|Y)/|[Y||?). Taten
(XIV)[=[(Y[YV)| = (YY) = e IY]I* = e[ [V Y]] = leY]] Y]]
— |IX|[ []Y]]. mot

Lauseen 2.1 nojalla saadaan seuraava tarkea tulos.

Lause 2.2 (kolmioepéyhtéld).

X =TV < 11X+ Y < [1X]+ [[Y]-
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Todistus. Schwarzin epayhtalon avulla saadaan
X +Y|P=(X+Y|X+Y)=(X|X)+X|Y)+ Y|X)+ (Y]Y)
= [|X[[* + 2Re (X|Y) + [[Y]* < [|X|* + 2/(X|V)| + [|Y][?
< IXIP2AIXNHIYIT+IYIE = QX+ Y2

Schwa.

Koska kummankin puolen arvo on vihintaan 0, niin || X 4+ Y|| < || X]|| + ||Y]| ja saatiin
jalkimmainen epayhtalo. Taméan avulla saadaan nyt

X[ =X +Y =Y[[ < [[X +Y[[+[[Y]] ja
V][ =X +Y = X[[ < [[X + Y| +[|X]]

eli || X +Y|| <|IX||=IY|l| £||X +Y||. Ensimmé&inen epéyhtilo seuraa téstd. mot

3. Ortogonaalisuus

Maaritelma. Sisdtuloavaruuden vektorien X ja Y sanotaan olevan ortogonaaliset eli
kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos (X|Y) = 0. Téatd merkitdan X LY.

Lause 3.1 (Pythagoraan lause). Jos X L Y, niin
X + Y| = |IX = Y| = [|X]|* + |[Y]|*.
Todistus. Oletetaan, ettda X 1 Y. Téalloin

IX4+Y|P=(X+Y|X+Y)=X|X+Y)+(Y|X+Y)
= | X|]> + (X|Y) 4+ (Y|X) + [|[Y]]> = |IX]]* + [|]Y|]>. mot

Esimerkkeja.

Jos V on reaalinen sisétuloavaruus ja X, Y € V' \ {0}, niin vektorien X ja Y vélinen
kulma w(X,Y) mééritelladn asettamalla

(XTY)

X, V)= o)
cosw(XY) = T T

0<w(X,Y) <

Huomautus. Jos X 1Y, niin w(X,Y) = 7. Edelleen

(X, aX) { 0, josa >0,
w(X,aX) = i
m, josa<0.

4. Ortogonaalinen ja ortonormaali kanta

Maaritelma. Sisdtuloavaruuden V epétyhjaa osajoukkoa S sanotaan ortogonaaliseksi,
jos0¢ S jaX LY aina, kun X, Y € S ja X # Y. Ortogonaalista joukkoa S sanotaan
ortonormaaliksi, jos || X|| =1 aina, kun X € S.



34

Esimerkkeja.

Lause 4.1. Jos S on ortogonaalinen joukko, niin se on lineaarisesti riippumaton.
Todistus. Oletetaan, ettd {Ui,... Uy} € S ja zUp +---+2,U, = 0. Koska
(U;|U;) = 0 aina, kun i # j, niin
0= (Q ’ UZ) = (:L'1U1 + -+ prp]Uz)
= $1(U1|Ui) + -+ Ip(Up|Ui) = ZL‘Z(UZ|UZ> = $Z||UZ||2

jokaisella i = 1,...,p. Tassa ||U;]|? # 0, joten x1 = --- = x, = 0. Siis {U1,...,Up,} on
lineaarisesti riippumaton. mot

Lause 4.2. Olkoon V dérellisulotteinen sisétuloavaruus ja {Uy, ... ,U,} sen ortogonaa-
linen kanta. Téalloin

~ (X|U;
X:Z (||U|||2)UZ aina, kun X € V.
i=1 ¢
Jos kanta on ortonormaali (||U;|| = 1 jokaisella ¢), niin
X =) (X|U)U;  aina, kun X € V.
i=1

Huomautus. Vektorin X koordinaatteja ortonormaalin kannan {Uq, ... ,U,} suhteen
sanotaan vektorin X Fourier'n kertoimiksi; ne ovat a; = (X|U;), i =1,... ,n.

Todistus. Olkoon X = c1Uy + -+ ¢, U,. Jokaisellai=1,... ,n
(X|U;) = c1(Ui|U3) + -+ + e (Un|U;) = i (Us|Us) = ¢ US|,

joten

1=1,...,n. mot

Lause 4.3 (Gram-Schmidt). Olkoon S = {Xj,...,X,} sisdtuloavaruuden V lineaa-
risesti riippumaton joukko. Talloin on olemassa sellainen avaruuden V' ortonormaali

joukko F' = {Uy,... Uy}, ettd L(S) = L(F).

Todistus. Todistuksessa esitetdan ns. Gramin-Schmidtin ortonormeerausmenetelma.
Aluksi todetaan, ettd X; # 0 aina, kun ¢ = 1,... , p, koska S on lineaarisesti riippuma-
ton. Valitaan nyt Uy = X3 /|| X1||, jolloin ||Ui|| =1 ja L({X1}) = L({U1}).

Merkitddn Z, = Xo — (X2|Uy)Uy, jolloin

(Za|Ur) = (X2|U1) = (Xo|U)[|Uh]|* = 0.
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Jos Z = 0, niin Xo = kX;, mikd on mahdotonta, koska {X;, X5} on lineaarisesti
riippumaton. Siis Z; # 0, joten voidaan mééaritellda Uy = Z5/||Z2||. Nyt {U1,Us} on
ortonormaali ja L({X1, X2}) = L({U1, Us}).

Téaydennetdéan todistus induktiolla. Induktio-oletus: {Uj,... ,Ukx—1} on ortonormaali
ja L{X1,..., Xk—1}) = L({U4,... ,Uk_1}), missd k < p. Jos merkit&dén

P, = (Xi|U)UL + -+ -+ (Xp|Uk—1)Uk—1, Zy = Xy — P,

niin
(Zi|Uj) = (Xk|U;j) — (Xe|UD|U;||? =0 aina, kun j =1,... ,k — 1.
Jos Zp = 0, niin Xy, = P € L({Ul, . aUk—l}) = L({Xl, ,Xk_l}), mika on mah-

dotonta, koska joukko {X7i,...,Xk_1, Xi} on lineaarisesti riippumaton. Maé&ritellaan
U = Zy /|| Zk||, jolloin {Uq, ... ,Ux_1,Ug} on ortonormaali. Lisdksi L({Uy,... ,Ux}) =
L({X1,...,X}). Viite induktioperiaatteesta seuraa. mot

Seuraus. Jokaisella aarellisulotteisella sisdtuloavaruudella on ortonormaali kanta.
Esimerkkeja.
5. Ortogonaalinen eli kohtisuora komplementti

Maaéritelma. Sisatuloavaruuden V osajoukon S # () ortogonaali eli kohtisuora komple-
mentti ST médritelliin asettamalla

St={XeV|(X|Y)=0 aina, kunY € S}.
Esimerkkeja.

Lause 5.1. Ortogonaalinen komplemntti S+ on avaruuden V aliavaruus. Jos 0 € S,
niin $ N S+ = {0}, muutoin SN S+ = 0.

Todistus. Olkoot X1, Xo € S+ ja a € K. Jokaisella Y € S pitee

(X1 + XolY) = (Xq]Y) + (X2|Y) =0, (aXh]Y) =a(X1]Y) =0
ja (0]Y) = 0, joten X; + X5,aX; ja 0 € S* eli VA1, VA2 ja VA3 toteutuvat.
Jos X € SN S+, niin (X|X) = 0 ja my6s toinen viite pitee. mot

Seuraus. Jos M on avaruuden V aliavaruus, niin M N M=+ = {0}.

Lause 5.2. S+ = L(S)*.

Todistus. Triviaalisti L(S)1t C S+. Harjoitustehtiviini osoitetaan, etti S+ C L(S9)~.
Vaite seuraa tastd. mot
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Lause 5.2 osoittaa, ettd aliavaruuden L(S) ortogonaalisen komplementin muodostavat
vektorit, jotka ovat kohtisuorassa virittajavektorien kanssa. Tasta seuraa

Lause 5.3. Olkoon K =R ja A m X n-matriisi. Talloin
(Row A)t =Nul A ja (Col A)* = Nul AT.

Sisatuloavaruuden darellisulotteisen aliavaruuden ortogonaaliselle komplementille péatee
seuraava tulos.

Lause 5.4. Jos M on sisatuloavaruuden V aarellisulotteinen aliavaruus, niin V =
M@ M* ja (MYt = M.

Todistus. Jos M = {0}, niin M+ =V ja V = {0} ® V. Oletetaan seuraavassa, etti
M # {0}. Olkoon edelleen {Uy,...,U,} avaruuden M ortonormaali kanta (Lause 4.3).
Jos X € V, merkitdan

P=(X|U)U,+ + (X|U),eM, N=X-P
(vrt. Gram-Schmidt). Koska U; L U; aina, kun 4 # j, niin jokaisella j =1,...,p
(N|U;) = (X = P|U;) = (X[U;) — (P|U;) = (X[U;) — (X|U;)(U;|U;)
= (XUj) = (X|U;) =
Siis N € M. Lisiksi Lauseen 5.1. seurauksen nojalla M N M+ = {0}, joten V =
Mo M*-.

Toisen vaitteen todistus jatetaan harjoituksiin. mot
Asetetaan nyt

Maaritelma. Olkoon M sisatuloavaruuden V' aliavaruus ja X € V. Esityksessa X =
P+ N, missi P € M ja N € M+*, vektoria P sanotaan vektorin X ortogonaaliseksi
eli kohtisuoraksi projektioksi aliavaruudelle M ja vektoria N vektoria X vastaavaksi
aliavaruuden M normaaliksi.

Huomautus. Jos M on &érellisulotteinen ja {Uj,...,U,} ortonormaali kanta, niin
Lauseen 5.4 todistuksen nojalla ortogonaalinen projektio on

p
P = (X|U)Uy+ -+ (X|U)Up = > (X|Up)Uy
k=1

janormaali N = X — P.

Lause 5.5 (paras approksimaatio). Jos P on vektorin X ortogonaalinen projektio
aliavaruudelle M, niin

|IX — P|| < ||X —U|| aina, kan U € M, U # P.
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Todistus. Jos U € M, niin U — P € M, joten (U — P) L (X — P). Koska X — U =
(X — P)+ (P —U), niin Pythagoraan lauseen (Lause 3.1) nojalla

X U = ||X = P +[|P - U|> > ||X - P||?,
jos P#U. mot

Esimerkkeja.
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VI LINEAARISISTA KUVAUKSISTA

1. Maaritelma ja perusominaisuuksia
Seuraavassa oletetaan, ettd V ja W ovat K-kertoimisia vektoriavaruuksia.

Maaritelma. Kuvausta a: V — W sanotaan lineaariseksi, jos ehdot

LK1 a(X+Y)=aX)+«aY) aina, kun X,Y €V,
LK2 a(cX) = ca(X) aina, kun ¢ € K, ja aina, kun X € V,

ovat voimassa.
Kuvausten yhtasuuruus: Jos «, 3: V — W ovat lineaarisia kuvauksia, niin
a= [ josjavain jos «(X)=(X) aina, kun X € V.
Huomautus. Jos W = K, niin lineaarista kuvausta sanotaan myos lineaariseksi funk-

tionaaliksi.

Maaritelméasta saadaan

Lause 1.1. Jos a: V — W on lineaarinen kuvaus, niin

a) a(Q) =0,

b) a(c1 X1+ -+ enXn) =cra(X1) + -+ cpa(X,) aina, kun ¢; € K ja X; € V.
Todistus. a) a(0) = «(0-0) i 0-«a(0)=0.

b) Saadaan méaritelméastéd induktiolla.
Esimerkkeja.

Olkoon A m x n-matriisi. Méaéaritelldén kuvaus a: K™ — K™ asettamalla a(X) = AX
aina, kun X € K™. Saatu kuvaus on lineaarinen, silla

Oé(Xl + XQ) = A(X1 + XQ) = AX1 + AXQ = a(Xl) + Oz(Xg)

" a(cX) = A(cX) = cAX = ca(X).

Itse asiassa kaikki lineaariset kuvaukset a: K™ — K™ ovat ylla olevaa tyyppia.

Lause 1.2. Jos a: K™ — K™ on lineaarinen kuvaus, niin on olemassa yksikasitteinen
m X n-matriisi A, jolle

a(X)=AX aina, kun X € K".
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Todistus. Kéyttamalla avaruuden K™ luonnollista kantaa E' = {F1,... , E,} ja kuvauk-
sen « lineaarisuutta saadaan

a(X)=a(z1E1+ -+ x,Fp) =x1a(Ey) + - + x4 a(Ey)
—(a(B) .. alB)) | T | = ax,

Tn

missd matriisin A i:s sarake on «(E;). Yksikésitteisyyden todistaminen jatetadn har-
joitustehtavaksi. mot

Maaritelma. Ylldolevaa matriisia A = (a(E71) ... «(F,)) sanotaan lineaarisen ku-
vauksen o matriisiksi luonnollisten kantojen suhteen.

Huomautus. Yhdistettyd kuvausta vastaa kuvausten matriisien tulo.

Esimerkkejd. Koordinaattikuvaus. Olkoon V' vektoriavaruus ja S = {Uy,...,U,} sen
kanta. Méaéaritelladn ns. koordinaattikuvaus a: V- — K™ yhtalolla o(X) = Xg (tdssd Xg
on luvun IV kappaleessa 3 mééritelty koordinaattivektori), Siis, jos X = c;Uy + -+ +
cpUp,, niin
C1
C2
(0% (X ) =X S =

Cn

Téama kuvaus on koordinaattivektorin mééritelmén jalkeisen Huomautuksen 1) mukaan
lineaarinen. Huomautuksessa 2) todettiin, ettd tapauksessa V' = K™ on

X =PXg, missd P=(Uy,...,U,).
Koska {Uq,...,U,} on kanta, P on sddnnoéllinen, joten
Xs=P'X.
Niin ollen koordinaattikuvauksen matriisi luonnollisten kantojen suhteen on P~1!.

2. Ydin ja kuva-avaruus

Olkoon a: V — W lineaarinen kuvaus. Jos S CV ja T C W, niin
joukon S kuva on a(S) ={Y € W|Y = a(X) erddlla X € S}

ja
joukon T alkukuva on a Y (T) = {X € V]a(X) € T}.
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Maaritelma. Lineaarisen kuvauksen a: V. — W kuva-avaruudeksi sanotaan joukkoa
a(V) =Im « ja ytimeksi joukkoa

a™1(0) = Ker a = {X € V]a(X) = 0}.
Esimerkkeja.

Jos a(X) = AX on lineaarinen kuvaus K" — K™ niin

Kera=Nul A ja «(K")= Col A.
Astelauseesta (luvun IV Lause 4.3) ja luvun IV Lauseesta 5.1 seuraa t&lloin, etta
(1) n =dim Ker a 4+ dim a(K").

Téta tulosta yleistetddn myohemmin. Yleisesti Ker av on avaruuden V' ja a(V') avaruu-
den W aliavaruus, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 2.1. Olkoon a:V — W lineaarinen kuvaus, M avaruuden V aliavaruus ja
N avaruuden W aliavaruus. Téllsin (M) on avaruuden W ja a~!(N) avaruuden V
aliavaruus.

Todistus. Todistetaan a~!(N) avaruuden V aliavaruudeksi. Toinen viite osoitetaan
vastaavasti.

Olkoot X1, X5 € a~1(N), jolloin a(X7), a(X3) € N. Koska N on aliavaruus, niin
a(X1 + X3) = a(X1) + a(X2) € N. Niin ollen X; + X5 € a~1(N), joten VA1 piitee.
Samoin a(cX;) = ¢ a(X1) € N, joten cX; € a~}(N) ja VA2 on voimassa. Lisiiksi
a(0) = 0 (Lause 1.1 a), joten myds 0 € a~'(N). mot

Seuraus. Ydin Ker a on avaruuden V ja kuva a(V') avaruuden W aliavaruus.

Maaritelma. Lineaarista kuvausta a: V' — W sanotaan
1) surjektioksi, jos a(V) = W;
2) injektioksi tai sadnndlliseksi, jos yhtalostd a(X) = a(Y) seuraa, ettd X =Y

3) bijektioksi, jos se on surjektio ja injektio.

Huomautus. Ylla injektion maaritelmassa oleva ehto on yhtapitava sen kanssa, etta
epayhtalostd X # Y seuraa a(X) # a(Y).

Lause 2.2. Lineaarinen kuvaus a: V' — W on sdédnnollinen jos ja vain jos Ker a = {0}.

Todistus. Jos Ker av = {0} ja o(X) = a(Y), niin 0 = a(X) —a(Y) = o(X - Y). Siis
X —Y € Ker a, joten X =Y ja a on sdaannollinen.

Oletetaan sitten, ettd o on sddnnollinen ja X € Ker a. Télloin a(X) = 0= «(0), joten
injektiivisyyden nojalla X = 0. Siis Ker a = {0}. mot



41

Esimerkkeja.
Saannollisilla kuvauksilla on seuraava ominaisuus.

Lause 2.3. Jos a: V — W on sddnnoéllinen ja F' C V on avaruuden V kanta, niin a(F)
on kuva-avaruuden «(V') kanta.

Todistus. Lauseen 1.1 b)-kohdan nojalla a(F') virittdd kuva-avaruuden a(V'), joten
riittdé osoittaa, ettd joukko «(F') on lineaarinen riippumaton. Jos a(Fy),...,a(Fp) €
a(F) ja
co(Fr)+ -+ cpa(Fp) =0,
niin Lauseen 1.1 b)-kohdan nojalla
Oé(ClFl + -4 Cpr) =0.

siis ¢1 F'1 +- - -+cpF, € Ker a, joten Lauseen 2.2 nojalla ¢1 Fy+---+c¢,F), = 0. Koska I’
on avaruuden V' kantana lineaarisesti riippumaton, on oltava ¢; = --- = ¢, = 0. Téasta
seuraa, ettd «(F) on lineaarisesti riippumaton. mot

Seuraus. Lauseen 2.3 oletuksilla dim V = dim a(V).

Olkoon S = {Uy,Us,...,U,} vektoriavaruuden V kanta. Osoitetaan, ettd koordinaat-
tikuvaus az: V' — K", missi a(X) = Xg, on bijektio.

Selvésti a(V) = K™, joten « on surjektio. Jos X € Ker «, niin Xg = 0. Siis X =
0-Up +---+0-U, =0, joten Ker « = {0} ja « on injektio Lauseen 2.2 nojalla. Néin
ollen « on bijektio. Koordinaattikuvauksella on siis kiaanteiskuvaus a=': K™ — V, joka
on myos lineaarinen, silla on voimassa

Lause 2.4. Jos lineaarinen kuvaus a: V' — W on bijektio, niin on olemassa kaanteis-
kuvaus a~1: W — V, joka on lineaarinen kuvaus.

Todistus. Bijektiolla on kaanteiskuvaus, lineaarisuuden todistaminen jatetaan harjoituk-
siin. mot

3. Lineaarisen kuvauksen matriisi

Lauseessa 1.2 osoitettiin, etta jokainen lineaarinen kuvaus a: K™ — K™ voidaan esittaa
muodossa a(X) = AX, missd A on m X n-matriisi. Yleistetddn nyt tdma tulos.

Olkoot V ja W K-kertoimisia ja adarellisulotteisia vektoriavaruuksia, joiden kannat ovat
vastaavasti F' = {Fy,... ,F,} ja G = {G1,...,G,}. Olkoon edelleen a: V. — W
lineaarinen kuvaus. Lauseen 1.1 b)-kohdan nojalla vektorit «(F}),...,a(F,) € W
maaraavat yksikésitteisesti lineaarikuvauksen «. Naméa vektorit voidaan esittda yk-
sikésitteisesti avaruuden W kannan G avulla muodossa

(1) a(Fj):ale1+~--+aijm, ]:1, ,n,
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misséd a;; € K. Siis annettua lineaarista kuvausta c: V' — W vastaa yhtéldiden (1)
médrddmalld tavalla yksikésitteinen m x n-matriisi A = (@i;)mxn, jonka j:s sarake on
kantavektorin a(F}) koordinaattivektori kannan G suhteen. Jos taas kééintéen annetaan
m X n-matriisi A, niin sitd vastaa yhtéldiden (1) avulla maaraytyva yksikasitteinen
lineaarinen kuvaus a:' V. — W.

Maaritelma. Olkoon F' = {F},... , F,} avaruuden V ja G = {G1,... ,G,,} avaruuden
W kanta sekd a: V' — W lineaarinen kuvaus. Edelld mainittua matriisia A = (a;;), jolle
a(Fj) = a1;G1+- - -+ am;jGp, aina, kun j = 1,... ,n, sanotaan kuvauksen o matriisiksi
kantojen F' ja G suhteen. Téata merkitaan

A= M(a)=M(F,G;a).
Jos V. = W ja F = G, niin matriisia A sanotaan kuvauksen « matriisiksi kannan F

suhteen ja sitd merkitadan
A= M(a)=M(F;a).

Huomautus. A riippuu kantoja F' ja G valinnasta. Kantoja vaihdettaessa myos A
vaihtuu.

Esimerkkeja.

Lause 3.1. Olkoon A = M (F,G;«). Talloin

(2) Y =a(X) josjavainjos Yg=AXp.
Todistus. Olkoot
ay bl
an bg
XF = . ja YG = . s
an bm

ei X=a1F1+---+a,F,jaY =bGy + -+ b,,G,,,. Talloin

<— Yo =AXr. mot

Nyt voidaan ylestdd aikaisempaa kappaleen 2 tulosta (1).
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Lause 3.2. Olkoot V ja W aarellisulotteisia vektoriavaruuksia ja a: V' — W lineaarinen
kuvaus. Talloin
dim V =dim Ker a4+ dim «(V).

Todistus. Oletetaan, ettd dim V' = n jadim W = m. Olkoot edelleen F' ja G avaruuksien

V ja W kantoja. Lauseen 3.1 mukaan kuvaus X — Y voidaan esittdd muodossa
[e%

X —=Xp -Ys — Y,
Y1 & fy2*1

missd y1:V — K" ja v9: W — K™ ovat koordinaattikuvauksia ja a: K" — K™ on
kuvaus Yo = & (Xp) = AXp. Kappaleen 2 yhtélon (1) nojalla

n =dim Ker &+ dim &(K™).

Tésséd Ker & = Nul A ja &(K™) = Col A. Koska koordinaattikuvaukset ovat bijektioita,
saadaan
XeKera < Y =0<«= Yo=0 < XpgeNul A,

joten 1 (Ker o) = Nul A ja v, }(Col A) = a(V). Lauseen 2.3 nojalla edelleen
dim Ker a = dim Nul A = dim Ker &

ja
dim (V) =dim Col A =dim a(K").

Koska dim V = n, saadaan viaite. mot
Seuraava lause yhdistda kuvauksen « ja sen matriisin A sdannollisyyden.

Lause 3.3. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus ja a: V' — (V') lineaarinen kuvaus.
Olkoot F' ja G vastaavasti avaruuksien V' ja «(V') kantoja. Kuvaus a on sdénnéllinen
jos ja vain jos sen matriisi A = M (F, G; «) on sdannoéllinen. Jos o on sddnnollinen, niin
kidnteiskuvauksen a~t: (V) — V matriisi on M (G, F;a~!) = A7L.

Todistus. 1) Lauseen 2.2 mukaan « on sdénnéllinen jos ja vain jos Ker o = {0}. Télloin
dimV = dim«a(V) = n (Lauseen 2.3 seuraus tai Lause 3.2). Siis A on n X n-matriisi.
Lisaksi

Ker a = {0} <= Nul A= {0} <= rank A =n <= A on sddnndllinen

(ks. edellisen lauseen todistus ja luvun IV Lause 4.3).

2) Jos a on sdannéllinen, niin on olemassa kdanteiskuvaus a~1': (V) — V. Olkoon sen
matriisi kantojen G ja F' suhteen B, jolloin

Y =a(X) <= X =a '(Y).
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Lauseen 3.1 nojalla saadaan nyt
Yo =AXp <— Xp= BYg,

joten Yo = ABY( aina, kun Y € K™. Tésté seuraa (totea tarkastil!), ettd AB =1 ja
B=A"1 mot

Seuraus. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus ja I:V — V identtinen kuvaus. Jos
F ja F ovat kaksi avaruuden V kantaa, niin matriisi P = M (F, F’; I) on sdannoéllinen ja
Pt = M(F,F;1I).

4. Kannan vaihto, similaarisuus

Masritelmi. Olkoot F ja F' vektoriavaruuden V kaksi kantaa. Lauseen 3.3 seurauk-
sessa esiintynyttd identiteettikuvauksen matriisia P = M (F, F'; I) kutsutaan kannan-
vashtomatriisiksi kannasta F' kantaan F'.

Kappaleen 3 mukaan P = ((F1)z ... (Fu)g), jos F = {F1,... ,F,}. Edelleen Lauseen
3.1 mukaan

(1) Xp=PXp aina, kun X V.

Jos V.= K" F = {Fy,... ,F,} ja F = {Fy,...,F,}, niin Luvun IV kappaleen 3
mukaan

A~

X=PXpjaX="PXp Pr=(F...F,), Po=(F...F,).

Néin ollen
Xp=Py'X=P;'P Xp =PXp aina, kun Xp € K"
(matriisit P ja P, ovat sdannollisié, koska F ja F ovat kantoja.) Edellisen nojalla on

P=P;'P.

Esimerkkeja.

Kannanvaihtomatriiseja kayttamalla nahdaan, mita lineaarisen kuvauksen matriisille
tapahtuu kantoja vaihdettaessa.

Lause 4.1. Olkoon o:V — W lineaarinen kuvaus, A = M(F,G;a), B = M(F,G; ),
P = M(F,F;I) kannanvaihtomatriisi avaruuden V kannasta F kantaan F' ja =
M (G, G; I) kannanvaihtomatriisi avaruuden W kannasta G kantaan G. Téllin

B=QAP™ .
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Todistus. Lauseen 3.1 mukaan
Yo =AXp <= Y =o(X) < Yy = BX;.
Edelleen yhtédlén (1) mukaan
Xp=PXpjaYs=QYs.

Nyt
BX;=Ys=QYe =QAXp = QAP 'X; aina, kun X € K™,

joten B =QAP~!. mot

Seuraus. Olkoon a: V' — V lineaarinen kuvaus, F ja G avaruuden V kantoja, A =
M(F;a), B=M(G;a) ja P=M(F,G;I). Talloin

B =PAP .

Todistus. Valitaan edella F = G = F ja F=G=2G.

Maaritelma. Lajia n x n olevia matriiseja A ja B sanotaan similaarisiksi, jos on
olemassa sellainen siinnollinen matriisi C, ettd B = CAC~L.

Esimerkkeja.
5. Rieszin esityslause

Sisdtulolla on seuraava tirked sovellus lineaarisiin kuvauksiin. Sen mukaan jokainen
lineaarinen funktionaali eli lineaarikuvaus V' — K voidaan esittaa sisatulona. Téassa
tulos todistetaan vain aarellisulotteisille avaruuksille, mutta vastaava tulos patee myos
tietyt ehdot toteuttavissa aaretonulotteisissa avaruuksissa.

Lause 5.1 (Rieszin esityslause). Olkoon K = R tai C, V dérellisulotteinen K-kertoimi-
nen sisdtuloavaruus ja f: V — K lineaarinen funktionaali. T&ll6in on olemassa sellainen
yksikéasitteinen vektori Y € V, etta

(1) f(X)=(X]Y) aina, kun X € V.

Todistus. Lauseen 3.2 ja luvun IV Lauseen 6.3 seurauksen mukaan V' = Ker f&L({X})
jokaisella X ¢ Kerf (huomaa, ettd dim K = 1). Toisaalta luvun V Lauseen 5.4 nojalla
V =Ker f @ (Ker f)*. Titen (Ker f)* = L({Xo}) erdilld X, € (Ker f)*. Osoitetaan,
ettd yhtdlo (1) on voimassa, kun Y = a Xy, missd a € K on valittu sopivasti.

Jos f = 0, voidaan valita Y = 0, silld talléin f(X) = 0 = (X|0) = (X[|Y) aina, kun
X € V. Oletetaan siis, ettd f # 0. Talloin Xy # 0. Jotta yhtélo (1) olisi voimassa
vektorille Y = a Xy, niin taytyy olla

f(Xo) = (XolaXo) = a(Xo|Xo) = al|Xol [,
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_ f(Xo)
[[Xol[?

mista saadaan a = % Nain ollen vektorin Y pitaisi olla Y

ettd tdmé Y toteuttaa yhtalon (1) myos vektoreille X # X.

Hajotelman V = Ker f @& L({Xo}) mukainen esitys vektorille X € V on X = (X —

bXo) + bXo, missi b = ]{&?) ja X — bX, € Ker f. Tilloin

Xg. Osoitetaan,

(XY) = (X = bXo) 4 bXolaXo) = (X — bXo)[aXo) + (bXo|aXo)

— ba(XolXo) = bal|Xo|? = L SX0) e pix)

~ f(Xo) (1 Xoll?

aina, kun X € V. Nain ollen f(X) = (X|Y) aina, kun X € V.

Vektorin Y yksikasitteisyys seuraa sisatulon maaritelman jalkeisesta huomautuksesta
4): Jos f(X) = (X|Y) = (X|Y7) aina, kun X € V, niin kyseisen huomautuksen nojalla
Y = Yl. mot

Rieszin esityslauseelle saadaan allaoleva seuraus. Olkoot V' ja W aarellisulotteisia sisé-
tuloavaruuksia ja olkoon a:V — W lineaarikuvaus. Asetetaan jokaista Y € W kohti
kuvaus

(2) fr:iV = K, fy(X) = (a(X)]Y).

T&améa kuvaus on lineaarinen (toteal), joten Rieszin esityslauseen mukaan on olemassa
sellainen yksikésitteinen Z € V, ettd fy(X) = (X|Z) aina, kun X € V. Siis jokaista
Y € W vastaa yksikésitteinen Z € V, jolle (a(X)|Y) = (X|Z). Tamé antaa kuvauksen,
joka kuvaa vektorin Y € W yllaolevaksi vektoriksi Z € V. Kayetaan talle kuvaukselle
merkintaa o*. Siis a® on kuvaus a*: W — V| jolle

((X)[Y) = (X]a™(Y)).

Tassa maariteltya kuvausta o™ sanotaan kuvauksen o adjungoiduksi kuvaukseksi. Myos
adjungoitu kuvaus o™ on lineaarinen: Jos X € V ja Yy, Y5 € W, niin

(Xla" (V1 +Y2)) = (a(X)[Y1 + Y2) = («(X)V1) + (a(X)[Y2)
= (X|a" (1)) + (X[a™(Y2)) = (X]|a" (V1) + a7 (V2)).

Téten sisdtulon médritelméan jalkeisen huomautuksen 4) nojalla a*(Y; +Y3) = o™ (Y1) +
a*(Y3). Nain ollen ehto LK1 on voimassa. Ehdon LK2 saa osoitettua vastaavasti.

Johdetaan seuraavaksi esitys kuvauksen a* matriisille luonnollisten kantojen suhteen.

Olkoot kuvausten « ja o matriisit A = (a;;)mxn ja A*. Huomaa aluksi, ettd (AX|Y) =
(X]A*Y) eli (Y|AX) = (A*Y|X). Siten (A*)* = A (vastaavasti (o*)* = a). Tamén
sekd Luvun V Lauseen 4.2 ja sen jélkeisen huomautuksen nojalla matriisin A* (4, j)-alkio
on

(A"E;|E;) = (Ej|AE;) = (AE;|E;) = aj;.

Niin ollen A* = AT. Matriisia A* kutsutaan myos matriisin A Hermiten liittomatrii-
siksi. Naita tarkastellaan lahemmin luvussa IX.
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VII DETERMINANTEISTA

1. Neliomatriisin determinaatti

Seuraavassa M, (K) tarkoittaa n X n-nelidmatriisien joukkoa, missd matriisien alkiot
kuuluvat kuntaan K. Tarkastellaan joukon M, (K) alkiota A, ts. n X n-matriisia A.
Kéaytetdan merkintad A(i|j) sellaiselle (n — 1) x (n — 1)-matriisille, joka saadaan pois-
tamalla matriisista A tdmén i:s rivi ja j:s sarake. Vastaavasti A(i1,..., 4 [j1,...,Jr)
tarkoittaa sellaista (n — r) x (n — r)-matriisia, joka saadaan matriisista A poistamalla
siitd rivit 4,...,%, ja sarakkeet ji,...,j.. Téllaisia matriiseja sanotaan matriisin A
alimatriiseikss.

Maaritellddn nyt determinanttifunktio det: M, (K) — K asettamalla

Maaritelma. Olkoon A = (a;j)nxn. Jos n = 1, niin asetetaan
det A = det(au) = ail-

Jos n > 1, niin asetetaan
det A= (1) ay; det A(1]5).
j=1

Matriisin A alimatriisien determinantteja sanotaan matriisin A alideterminanteiksi.

Lause 1.1. Olkoon A = (a;j)nxn-

a) Determinantille pétee

(1) det A= (=1)"a;;det A(ilj), i =1,... ,n.
j=1

b) Jos matriisi B saadaan matriisista A tyyppia (I) olevalla vaakarivimuunnoksella, niin
det B = — det A.

c) Jos matriisissa A on kaksi samanlaista vaakarivid, niin det A = 0.

d) Jos matriisi C' saadaan matriisista A kertomalla matriisi A jokin rivi skalaarilla e € K
(tyyppid (IT) oleva vaakarivimuunnos), niin det C' = e det A.

e) Jos matriisi D saadaan matriisista A tyyppid (III) olevalla vaakarivimuunnoksella,
niin det D = det A.

Huomautus. Kaava (1) on determinantin det A kehitelma i:nnen vaakarivin suhteen.
Lukua (—1)"*7 det A(i|j) sanotaan alkiota a;; vastaavaksi kotekijiksi.
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Lauseen 1.1 todistus. a) Kéytetddn induktiota. Jos n = 1, niin véite seuraa determi-
nantin maaritelmasta. Jos n = 2, tapaus ¢ = 1 seuraa maaritelmasta. Tapausessa ¢ = 2
saadaan

(—1)*ay; det A(2]7) = —ag1a12 + azai; = det A.

2
=1

J

Kun n > 3, tehddén induktio-oletus: Yhtalo (1) pdtee m X m-matriiseille aina, kun
m<n-—1.

Olkoon A = (@ij)nxn. Maéritelmén mukaan det A = Z?Zl(—1)1+ja1j det A(1]y).

Induktio-oletusta voidaan nyt kéyttdd determinantteihin det A(1|j) (todistuksen lop-
puosa luennolla). mot

Huomautus. Lauseen 1.1 avulla determinanttien laskemista voidaan yleensa helpottaa
huomattavasti.

Lause 1.2. det AT = det A.

Todistus. Tapaus n = 1 on selva. Tehdaadn induktio-oletus: Lause patee m x m-
matriiseille, jos m < n — 1. Olkoon A = (ai;j)nxn, jolloin B = AT = (bij)nxn, missd
bz’j = Qyj-

Lauseen 1.1 a)-kohdan nojalla det AT = Z?Zl(—l)iﬂbij det B(i|j), mista jatketaan
luennolla. mot

Koska matriisin A sarakkeet ovat transpoosin AT vaakarivejd, Lauseiden 1.1 ja 1.2
nojalla saadaan

Lause 1.3. Olkoon A = (a;j)nxn-

a) (2) det A =37 (—1)"a;;det A(ilf), 1 =1,2,... ,n.

b) Jos B saadaan matriisista A vaihtamalla tdmén A kaksi saraketta kesken&én, niin
det B = —det A.

c) Jos matriisilla A on kaksi samanlaista saraketta, niin det A = 0.

d) Jos C saadaan matriisista A kertomalla tdmén jokin sarake skalaarilla e € K, niin
det C = edet A.

e) Jos D = (d;;), missé d; = a;r +e€a;s, © = 1,...,n, ja d;jj = a;; aina, kun j # r,
j=1,...,n, niin det D = det A.

2. Kaanteismatriisin maaraaminen determinanttien avulla

Maaritelma. Olkoot A = (a;j)nxn ja B = (bij)nxn, missi

biy = (~1)" det A(jli). i, j=1.....n.
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(Téssé b;; on alkiota aj; vastaava kotekijd.) Matriisia B sanotaan matriisin A adjun-
goiduksit matriisiksi ja sitd merkitadn B = adj A.

Lause 2.1. A (adj A) = (adj A)A = (det A)I,.

Todistus. Olkoon adj A = B = (b;;) ja AB = (c¢;5). Jokaiselle i = 1,... ,n pétee

n n

Cii = Y by = ¥ (—1)"a; det A(ift) = det A

t=1 t=1
ja jokaiselle i # j

n

Cij == Zaitbtj = Z(—1>t+jait det A(]|t) =0.
t=1

t=1

Téssé jalkimmaisen summan determinantin rivit 7 ja j ovat kumpikin (a;1, a2, ... , @),
joten summan arvo on Lauseen 1.1 c)-kohdan nojalla 0. Siis

C = (det A)I,.
Vastaavasti ndhdéén, ettd BA = (det A)[,,. mot

Lause 2.2. Matriisi A,,«, on sdannollinen jos ja vain jos det A # 0. Jos det A # 0, niin

- 1
~ det A

A1 adj A.

Todistus. Olkoon A ~ C, missa C' on pelkistetyssa porrasmuodossa. Lauseen 1.1 nojalla
det A = k det C jollakin k € K, k # 0. Liséksi luvun IIT Lauseesta 2.2 seuraa, ettd A on
sdannollinen jos ja vain jos C' = [,,. Siis A on sdannoéllinen jos ja vain jos det A = k # 0.
Jalkimmainen vaite seuraa nyt edellisesta lauseesta. mot

Esimerkkeja.
3. Cramerin kaava

Tarkastellaan yhtaloryhmaa
(1) AX = B,

missd A = (aij)nxn, X = (T1,... ,2,)" ja B = (b1,...,b,)T. Olkoon nyt A;-matriisi,
joka saadaan matriisista A korvaamalla tdmén j:s sarake vektorilla B.

Lause 3.1 (Cramerin kaava). Jos det A # 0, niin yhtaloryhmélla (1) on yksikésitteinen

ratkaisu
. det A]

YT et A

,7=1...,n.
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Todistus. Koska det A # 0, niin Lauseen 2.2 nojalla

1
T det A

adj A.
Tasta seuraa, etta

AX =B «<— X=A"'B=

ot A (adj A)B.

Vaite saadaan nyt laskemalla tasta x;. mot
Esimerkkeja.
4. Vektoritulo avaruudessa R®)

Olkoot X = (1,29, 23) ja Y = (y1,v2,y3) avaruuden R®) vektoreita. Aikaisemmin on
méaritelty vektorien X ja Y sisdtulo (X|Y) = x1y1 + 22y2 + x3y3, jota sanotaan myos
skalaarituloksi ja merkitdén X -Y. Edelleen todettiin, ettd X -Y = || X||||Y|| cos §, miss&
0 on vektorien X ja Y valinen kulma. Maaritellaan nyt vektoritulo X x Y.

Masritelméi. Avaruuden R®) vektorien X = (z1,20,23) ja Y = (y1,y2,ys) vilinen
vektoritulo X x Y maaritelldan asettamalla

X XY = (22y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

= (z2ys — x3y2) E1 + (v3y1 — x1y3) B + (x1y2 — 211 ) Es,

missd By = (1,0,0), B2 = (0,1,0) ja E5 = (0,0,1) ovat luonnolisen kannan alkiot. Usein
merkitaan myos Fy =1, Fy = j, E3 = k.

Muistisaantona voi kayttaa sita, ettd tulo X x Y saadaan, kun ”determinantti”

E, FEy Ej
r1 T2 X3
Y Y2 Y3

kehitetaan ensimmaisen vaakarivin mukaan.

Huomautus. Jos Z = (21, 22, 23), niin

r1 T2 I3
X-YXxZ)=|y1 y2 s
Z1 z92 z3

Témén ja Lauseen 1.1 c)-kohdan nojalla X L (X xY)jaY L (X xY), joten X xY
antaa vektorien X ja Y suuntaisen tason normaalin suunnan.
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Lause 4.1. ||X x Y|| = ||X||||Y]||sin 6|, miss& 6 on vektorien X ja Y vélinen kulma.

Seuraus. Vektroeiden X ja Y méédrddmén suunnikkaan pinta-ala on ||X x Y||.

Lause 4.2. Lineaarisesti riippumattomien vektorien X, Y ja Z maaraaman suun-
taissérmion tilavuus on | X - (Y x Z)|.

5. Matriisien tulon determinantti

Maaritelma. FElementaarimatriisiksi kutsutaa matriisia, joka saadaan (yhdelld) ele-
mentaarisella vaakarivimuunnoksella yksikkomatriisista I,,.

Lause 5.1. Jos B saadaan matriisista A elementaarisella vaakarivimuunnoksella, niin
B = FA, missid E on elementaarimatriisi, joka saadaan yksikkomatriisista I,, samalla
elementaarimuunnoksella.

Todistus. Viite seuraa matriisien kertolaskun méaaritelmasta, kuten seuraava 3x3 mat-
riisin tarkastelu havainnollistaa. Olkoon

Tyyppi (I): vaihdetaan rivit 1 ja 3 keskenéén:

0 0 1 3 1 4
L—E=|010]; FEA=[2 1 1
1 00 1 3 -1
Tyyppi (II): kerrotaan rivi 2 skalaarilla ¢ # 0:
1 00 1 3 -1
Is—E=|0 ¢ 0]; EFA=12c ¢ ¢
0 0 1 3 1 4

Tyyppi (III): lisdtdan rivi 2 luvulla ¢ kerrottuna kolmanteen riviin:

1 0 0 1 3 —1
Is—E=10 1 0]; FA= 2 1 1
0 ¢ 1 3+2c 1+c¢c 4+c

Elementaarimatriiseja on siis kolmea tyyppia:

I) Rivien 7 ja s vaihto: I,, — E missd, FE = I,,, joten E~! = E. Lauseen 1.1 b)-kohdan
nojalla det £ = —1.
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IT) Kerrotaan rivi r vakiolla ¢ # 0:

1 0 0 1 0
0
I, — F = c ; merk. F = ¢!
0 . 0 .
0 0 1 0 0 1

Nyt FE =1, joten E~! = F jadet E = c.

III) Lisatéén rivi s luvulla ¢ kerrottuna riviin r: I,, — E. Lisdtdén (—c)-(rivi s.) riviin
r. I, = F. FE = I,,, joten E~! = F. Edelleen tissi tapauksessa det £ = det I,, = 1.

Jos nyt A ~ B, niin Lauseen 5.1 nojalla on olemassa sellaiset elementaarimatriisit
El,... ,Ek, etta B :ElEkA

Lause 5.2. Jos A ja B ovat n-rivisid neliématriiseja, niin det(AB) = (det A)(det B).

Todistus. 1) Jos A on singulaarinen, niin Lauseen 2.2 nojalla det A = 0. Edelleen
A ~ C, missa matriisi C' on pelkistetyssa porrasmuodossa ja sen alin rivi on nollarivi.
Lauseen 5.1 nojalla A = E; ... E,C missa Eq,..., Ey ovat elementaarimatriiseja. Nyt
AB = E;--- ExCB, joten AB ~ CB. Tassa matriisin CB alin rivi on nollarivi, joten
rank (AB) < n ja AB on singulaarinen. Lauseen 2.2 nojalla det(AB) = 0, joten viite
patee.

2) Oletetaan nyt, ettd A on sddnnollinen, jolloin A ~ I,, (luvun III Lause 2.2). Nyt
A=F,---El,=F,---E;, missa Fy,...,E; ovat elementaarimatriiseja, joten

AB = (E;---E))B.

Tehdaan induktiotodistus tekididen lukumaaran [ suhteen.

Olkoon ensin [ = 1. Jos matriisi F; on tyyppié I, niin Lauseen 1.1 b)-kohdan mukaan
det(E1B) = —det B = (det Ey)(det B). Jos E; on tyyppid II, niin Lauseen 1.1 d)-
kohdan nojalla det(E;1B) = ¢ det B = (det F4)(det B). Lopuksi tyypin III tapauksessa
Lauseen 1.1 e)-kohta antaa tuloksen det(E;B) = det B = (det E)(det B). Perusaskel
on nain tehty.

Tehd&én sitten induktio-oletus: Vaiite on oikea, kun [ = k, ts. det(E;--- ExB) =
(det(Eq -+ Eg))(det B). Télloin

det(E1 st EkEk+1B) lfl (det El) det(Eg s EkEk—l—lB)

i (det Ey1)(det(Es - - - EyFjy1))(det B) = (det(E, - - - ExEyi1))(det B).

Nain ollen induktioaskel on voimassa, ja vaite seuraa induktioperiaatteesta. mot

1
det A

Seuraus 1. Jos A on sidannollinen, niin det A~ =
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Seuraus 2. Jos A ja B ovat similaarisia, niin det A = det B.

Todistukset. Jos matriisi A on sidinnollinen, niin det A # 0 ja AA~! = I, joten Lauseen
5.2 nojalla (det A)(det A™!) = det I = 1. Seuraus 1 saadaan tésti.

Jos matriisi A ja B ovat similaarisia, niin A = CBC~!. Lauseen 5.2 mukaan detA =
(det C)(det BC~!) = (det C)(det B)(det C~1). Seurauksesta 1 saadaan nyt det A =
det B. mot
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VIII OMINAISARVOT JA OMINAISVEKTORIT

1. Lineaarisen kuvauksen ominaisarvot ja ominaisvektorit

Oletetaan seuraavassa, ettd V on K-kertoiminen vektoriavaruus ja a: V' — V on lineaa-
rinen kuvaus.

Maaritelma. Lukua A € K sanotaan lineaarisen kuvauksen a: V — V' ominaisarvoksi,
jos a(X) = AX, jollakin vektorilla X # 0. Vektoria X sanotaan talléin ominaisarvoa A
vastaavaksi ominaisvektoriksi.

Lause 1.1. Luku A on lineaarisen kuvauksen a:V — V ominaisarvo jos ja vain jos
Ker (aw — AI) # {0}, missé I: V — V on identiteettikuvaus.
Todistus. Suoraan laskemalla saadaan
a(X) =X = a(X)=XN(X) < (a—A)X =0
< X € Ker (o — \I). mot

Maaritelma. Jos A on kuvauksen a ominaisarvo, niin avaruuden V aliavaruutta
Ker (aw— AI) sanotaan ominaisarvoa A vastaavaksi ominaisavaruudeksi ja sen dimensiota
dim Ker (o« — AI) ominaisarvon A\ geometriseksi kertalukuksi.

Esimerkkeja.
Huomautus. Ominaisarvoja ei aina ole.

Lause 1.2. Lineaarinen kuvaus « on saannollinen jos ja vain jos 0 ei ole sen ominaisarvo.
Todistus. Luvun VI Lauseen 2.2 mukaan
a on sddnndllinen <= Ker a = {0} <= Ker (o —0I) = {0}

<= 0 ei ole ominaisarvo (Lause 1.1). mot

Lause 1.3. Jos Aq,..., \; ovat lineaarisen kuvauksen a erisuuria ominaisarvoja, niin
niitd vastaavat ominaisvektorit X,... , X ovat lineaarisesti riippumattomat.

Seuraus. Jos dim V = n, niin kuvauksella o on korkeintaan n erisuurta ominaisarvoa.

Lauseen 1.3 todistus. Kéytetddn induktiota lukumééran k suhteen. Koska X; # 0,

vaite patee, jos k = 1. Tehdaan induktio-oletus: Jos A1,...,\; ovat kuvauksen « eri-
suuria ominaisarvoja, niin Xq,...,X; ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoot nyt
Al ...y AL, Aj+1 kuvauksen « erisuuria ominasarvoja ja Xy, ..., X;, X;y1 vastaavat om-

inaisvektorit. Jos
caX1+--+aXi+ 41 X1 =0,
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niin
(1) a1 X1+ F ol X F a1 X =0,
Lisaksi

0=0a(0) =a(ci X1+ +aX; + 1 X141)
=ca(X1) + -+ aa(X)) + (X))

Koska a(X;) = \;X;, niin saadaan yhtalo
X+ X+ N1 X4 = 0.
Véahentamalla tasta yhtalo (1) padstdan tulokseen

(A =) X+ alh — Np1) X = 0.

Induktio-oletuksen nojalla on oltava ¢;(A; — Aj+1) = 0 aina, kun ¢ = 1,... ,l. Koska
Ai— N1 #0,0oncp =...=¢ =0. Siis ¢;41X;+1 = 0, joten my6s ¢;41 = 0 (X341 # 0).
Tésta seuraa, ettd joukko {X7,...,X;, X;+1} on lineaarisesti riippumaton, joten véite

patee arvolla k = [+ 1. Tama todistaa vaitteen. mot
2. Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Maaritelma. Lukua A € K sanotaan n X n-matriisin A ominaisarvoksi, jos on olemassa
sellainen X € K™, ettd AX = AX, X # 0. Vektoria X sanotaan t&lléin ominaisarvoa \
vastaavaksi matriisin A ominaisvektoriksi.

Maaritelma. Olkoon A = (a;5), a;; € K, n x n-matriisi. Polynomia

a1 — A ai12 e A1n
a1 ago — )\ e Ao,
p(A) =det(A—AI)=| .
anl ano el Qpn — A

sanotaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi.
Lause 2.1. Luku A € K on matriisin A ominaisarvo jos ja vain jos p(\) = 0.

Seuraus. Jokaisella matriisilla A € M,,(C) on ainakin yksi ja korkeintaan n eri omi-
naisarvoa, silld polynomin p(\) aste on n ja algebran peruslauseen nojalla n:nnen asteen
polynomilla on kertaluvut mukaanlukien n nollakohtaa.

Lauseen 2.1 todistus. Luku A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos yht&lolla
AX = AX eli yhtalollda (A — AI)X = 0 on ratkaisu X # 0. Tama on yhtapitdvad sen
kanssa, ettd rank (A — M) < n eli A — Al on singulaarinen. Luvun VII Lauseen 2.2
mukaan tdmé péatee jos ja vain jos det(A — AI) = p(\) = 0. mot
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Olkoon nyt V' K-kertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon sen dimensio dim V' = n. Olkoon
edelleen F' = {Uy,...,U,} jokin avaruuden V kanta. Jos a:V — V on lineaarinen ku-
vaus, niin sitd vastaa matriisi A = M (F; «). Seuraava lause antaa yhteyden kuvauksen
« ja matriisin A ominaisarvojen ja ominaisvektorien vélille.

Lause 2.2. Kuvauksen « ja matriisin A ominaisarvot ovat samat. Edelleen X =
x1Uy + - - - + x,U,, on kuvauksen o ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori jos ja vain
jos Xp = (x1,. .. ,xn)T on matriisin A samaa ominaisarvoa \ vastaava ominaisvektori.

Todistus. Luvun VI Lauseen 3.1 nojalla Y = «(X) jos ja vain jos Yr = AXp. Siis
a(X) = AX jos ja vain jos AXp = AXp. mot

Jos kantaa F' vaihdetaan, muuttuu kuvauksen matriisi A-matriisiksi B, joka on simi-
laarinen matriisin A kanssa, ts. on olemassa sellainen sadnnollinen matriisi P, etta B =
PAP~! (luvun VI Lauseen 4.1 seuraus). Seuraava lause on tiistd johtuen luonnollinen.

Lause 2.3. Similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot.

Todistus. Olkoot matriisit A ja B similaarisia, ja olkoon B = PAP~! jollakin si#innol-
lisella matriisilla P. Talloin

det(B — M) = det(PAP™* — AI) = det(P(A — A\I)P™ 1)
= (det P)(det(A — AI)(det P™1) = det(A — \I),

missa kaytettiin luvun VII Lausetta 5.2 ja sen Seurausta 1. mot

Lineaarisen kuvauksen ominaisarvot saadaan usein parhaiten selville tarkastelemalla
kuvauksen matriisin ominaisarvoja. Néain tehtdvané on determinantin det(A—\I) nolla-
kohtien A\ maaradminen, jonka jalkeen ominaisvektorit saadaan ratkaisemalla lineaarisia
homogeenisia yhtaléryhmia. Jos A on diagonaalimatriisi eli muotoa

A1 0
A2
diag()\l,.. .,)\n) = . ’
0 An
niin tehtava on erityisen helppo, koska talloin ominaisarvot ovat suoraan Aq{,... , A,.

Olisi siis toivottavaa loytda avaruudelle V' kanta, joka antaisi kuvauksen matriisiksi
diagonaalimatriisin. Koska eri kantoja vastaavat matriisit ovat similaarisia, on luontevaa
selvittaa sita, milloin matriisi on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa.

Maaritelma. Matriisia A sanotaan diagonalisoituvaksi, jos se on similaarinen jonkin
diagonaalimatriisin kanssa.

Lause 2.4 Matriisi A, x, on diagonalisoituva jos ja vain jos silli on n lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria.
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Todistus. Oletetaan, ettd matriisilla A on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria
X1,..., Xy, jolloin AX; = \; X; aina, kun i = 1,... ,n (tdssd \; on ominaisvektoria X;
vastaava ominaisarvo). Jos merkitdin C' = (X7 ... X,) ja D = diag(A1,... , A,), niin

AC = (AX, ... AXn) = (MX1 ... \Xa)=CD.

Vektorien X; lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa matriisin C' sadnnollisyys, joten
C~! on olemassa. Kertomalla edellinen yhtilé vasemmalta kidnteismatriisilla C~1,
saadaan C~'AC = D, joten A on diagonalisoituva.

Oletetaan nyt, ettd A on diagonalisoituva. Tall6in on olemassa sellainen sdannollinen
matriisi C = (C; ...C,), etti C~AC = D = diag(\1, ..., \,). Tisti seuraa, etti

joten AC; = \;C; aina, kun ¢ = 1, ... ,n. Néin ollen vektorit C1,... ,C,, ovat matriisin
A lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita. mot

Huomautus. Yllaolevn todistuksen nojalla patee: Jos matriisin C), «, pystyvektorit
ovat matriisin A ominaisvektoreita ja det C' # 0, niin

C~rAC = diag(A1, ..., An).

Lause 2.5 Jos Aq,...,A;, missd k < n, ovat matriisin A erisuuria ominaisarvoja, niin
niita vastaavat ominaisvektorit Xq, Xo,... , Xx ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta 1.3 valitsemalla a(X) = AX.

Seuraus. Jos matriisilla A,,«, on n erisuurta ominaisarvoa, niin A on diagonalisoituva.

Todistus. Vaite seuraa suoraan Lauseista 2.4 ja 2.5.

Esimerkkeja.
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IX HERMITEN MATRIISIT JA MUODOT

1. Hermiten matriisi

Téssa pykélassa tarkastellaan erdsta keskeista matriisiluokkaa, ns. Hermiten matriiseja.
Reaaliset Hermiten matriisit ovat symmetrisid. Symmetria on yleistd monissa fysikaa-
lisissa ilmioissa, joten Hermiten matriiseilla ja niihin liittyvilla lineaarisilla kuvauksilla
on paljon sovellutuksia.

Maaritelma. Kompleksisen m x n-matriisin A = (a;;) Hermiten litttomatriisiksi sano-
taan matriisia T
A* =4 = (a;)".

Matriisia H € M,,(C) sanotaan Hermiten matriisiksi, jos H* = H. Reaalista Hermiten
matriisia, ts. matriisia S € M, (R), jolle ST = S, sanotaan symmetriseksi.

Esimerkkeja.

Lause 1.1. Olkoot A, B € M,,(C) Hermiten matriiseja. T&ll6in

a) A+ B on Hermiten matriisi,

b) AB on Hermiten matriisi jos ja vain jos A ja B kommutoivat (ts. AB = BA).
Todistus. a) Selvé.
b) Jos A* = A ja B* = B, niin

(AB)* = (AB)T = (AB)"=B'A4' = B*A* = BA.

Siis
(AB)* = AB <= AB =BA. mot

Lause 1.2. Hermiten matriisin ominaisarvot ovat reaalisia. Edelleen Hermiten matrii-
sin erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaalisia.

Todistus. Olkoon H,,x, Hermiten matriisi ja X € C*. Jos H = XTHTX, niin

H=H =X H X)T=XT(H")"X = X"H"X = H,

joten ‘H € R. mot

Jos A on Hermiten matriisin H ominaisarvo, niin det(H — A\I) = det(H — A\I)T =
det(HT — XI). Siten A\ on myds transpoosin HT ominaisarvo, olkoon HTX; = A\X;
jollakin X; # 0. Téalloin

—T —T
X, H' X, = X, 2 X1 = M| X%,
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missé ||X1]|] > 0 (kiytetadn avaruuden C” tavallista sisétuloa). Todistuksen alkuosan
nojalla X; HTX; € R (valitaan X = X;), joten

X, HTX,

A=
|1 X2

e R.

Olkoot seuraavassa A1 ja Ao # A; matriisin H ominaisarvoja ja X; ja X, vastaavia
ominaisvektoreita. Talloin

M (X1 X2) = (X1 |Xo) = (HX,|Xo) = (HX) ' Xo = XTHYX,
= X[ (HX3) = X (A2 X2) = A X| X3 = Ao(X1|X2),

silld Ao = Ao alkuosan perusteella. Koska \; # Ag, on oltava (X1]X2) =0eli X7 L Xo.
mot

Erikoistapauksena Lauseesta 1.2 saadaan seuraava ortogonaalisuustulos.

Seuraus. Symmetrisen matriisin erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit
ovat ortogonaalisia.

Maaritelma. Matriisia U € M, (C) sanotaan unitaariseksi, jos U* = U1, ts. U*U =
UU* = I,,. Reaalista unitaarista matriisia sanotaan ortogonaaliseksi. Siis P € M, (R)
on ortogonaalinen, jos PT = P!,

Lause 1.3. a) Vektori U on unitaarinen jos ja vain jos sen vaakavektorit (ja pystyvek-
torit) muodostavat ortonormaalin joukon (avaruuden C™ tavallisen sisétulon suhteen).

b) Jos A, B € M,,(C) ovat unitaarisia, niin myds AB on unitaarinen.
c¢) Unitaarisen matriisin kdénteismatriisi on unitaarinen.

d) Unitaarisen matriisin ominaisarvoille A patee ehto |\|=1.

Huomautus. Seuraavasta todistuksesta kay ilmi, etta ylldolevassa unitaarinen voidaan
korvata ortogonaalisella, kun samalla avaruus C™ korvataan avaruudella R™.

Todistus. a) Merkitdén U = (U1Us ... U,) sekéd 6;; =1, jos i = j, ja §;; =0, jos i # j.
Koska
* T TTIT T\
(5ij)n><n =1=U"U= (Ui Uj)nxn = ((Ui|Uj))n><n

jadi; € R, niin (U;|U;) = §;;. Téasté seuraa a)-kohdan véite sarakkeille. Vaakavektoreille
vaite seuraa vastaavasti yhtalosta UU™* = 1.

Muut kohdat jatetaan harjoituksiin. mot

Seuraava lause on taméan kurssin tarkeimpia tuloksia.
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Lause 1.4. Hermiten matriisi H on unitaarisesti diagonalisoituva eli on olemassa sel-
lainen unitaarinen matriisi U, etta U*HU on diagonaalimatriisi.

Todistus. Olkoon H n x n-kokoinen Hermiten matriisi. Kaytetaan todistuksessa induk-
tiota rivien lukuméérén n suhteen. Tapaus n = 1 on selva: valitaan U = (1).

Tehddan induktio-oletus: Lause pétee kaikille (n — 1)-rivisille Hermiten matriiseille.

Lauseen 1.2 mukaan matriisilla H on ominaisarvo A1 € R. Olkoon V] ominaisarvoa
A1 vastaava ominaisvektori (jos H € M, (R), voidaan itse asiassa valita V3 € R").
Olkoot edelleen Vs, ...V, avaruuden C" sellaisia vektoreita, ettd {V;,Va,... ,V,,} on
lineaarisesti riippumaton. Konstruoidaan nyt Gramin—Schmidtin menetelmélla naista
vektoreista lahtien avaruuden C(™) ortonormeerattu kanta {U1,Us,...,U,}. Erityisesti

Ui = Vi/||V1]], joten

1

HU| = +——
ha

HV, MV =MUs.

A

Siten vektori U; on ominaisarvoa A; vastaava ominaisvektori. Olkoon R = R, xn =
(Uy Us...U,). Matriisin R* HR ensimmaéinen pystyvektori on

71T ﬁlTUl
U U, U
R*HU; = RAMUy = MR Uy =M | 2 |Ui=M | 2 71
U_'nT U_nTUl
Téassa ETUl = (U1|U;) = 414, joten matriisin R*HR ensimméinen pystyvektori on
(A\1,0,...,0)Y. Koska (R*HR)* = R*H*(R*)* = R*HR, niin R*HR on Hermiten
matriisi ja sen ensimmaéinen vaakarivi on (A1,0,...,0), missd \; € R. Siis
M 0 ... 0
0
R*HR=| . ,
. H1
0

missé H; on (n — 1)-rivinen Hermiten matriisi, koska R*HR on Hermiten matriisi.
Induktio-oletuksen nojalla on olemassa unitaarinen matriisi 71 = Th,_,, (,_,,, jolle
Ty H,T) on diagonaalimatriisi. Merkitaan

10 ... 0

ja osoitetaan luennolla, ettd U = RT toteuttaa vaaditut ehdot. mot

Luvun VIII Lauseen 2.4 todistuksesta seuraa, ettd Lauseen 1.4 matriisin U sarakkeet
ovat matriisin H ominaisvektoreita. Lauseen 1.3 kohdasta a) saadaan
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Lause 1.5. Hermiten matriisilla H,,«,, on n ominaisvektoria, ja ne muodostavat orto-
normaalin joukon.

Edelleen Lauseesta 3.4 saadaan reaalitapauksessa

Lause 1.6. Jos S on symmetrinen matriisi, niin on olemassa sellainen ortogonaalinen
matriisi P, ettd PTSP on diagonaalimatriisi. Matriisin P sarakkeet ovat matriisin S
ortormeerattuja ominaisvektoreita.

Esimerkkeja.
2. Hermiten muodot ja nelimuodot

Kaytetdan aikaisempaan tapaan avaruuden C™ vektorien X ja Y sisdtulolle merkintaa
(X]Y).

Lause 2.1. (AX|X) = (X|A*X) aina, kun 4 € M, (C) ja X € C™.
Todistus. Vaite seuraa yhtaloketjusta

(AX]|X) = (AX)TX = XTATX = XTA'X = XT(A*X)
= (X|A*X).  mot

Maaritelma. Lauseketta H(X) = (HX|X), missd H on Hermiten matriisi ja X =
(r1,...,2,)T, sanotaan Hermiten muodoksi.

Lause 2.2. H(X) € R aina, kun X € C".

Todistus. Vaite seuraa Lauseen 1.2 todistuksesta, missd lauseke H(X) = (HX|X) =
(HX)TX = XTHTX osoitettiin reaaliseksi. mot

Jos edelld H = S = (8i;)nxn On symmetrinen matriisi ja X = (z1,... ,z,)T € R, niin
saadaan erikoistapauksena ylla olevasta neliomuoto

Q(X) = (SX[X) = (X[S"X) = (X[SX)
n n T n n
=XT8X = (T1,... ,2p) <Z 5155, .. ,Z snjxj> = Z Z SkjTRT;-
j=1 j=1 k=1 j=1

Jokainen neliomuoto o
QX) =2 D i
k=1j=1

voidaan esittda edelld olevalla tavalla valitsemalla S = %(A + AT), jolloin S on sym-
metrinen ja

Q(X) = (SX|X).
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Lauseen 1.4 avulla Hermiten muotojen tarkastelua voidaan oleellisesti helpottaa. Ky-
seisen lauseen mukaan on olemassa sellainen unitaarinen matriisi U, ettda U*HU = D =
diag(A1, ..., An), missé luvut A\; ovat Hermiten matriiisn H ominaisarvoja. Lauseen 1.2
perusteella ndma ominaisarvot ovat reaalisia, joten D on reaalinen diagonaalimatriisi.
Naita tuloksia kayttamalla jokainen Hermiten muoto voidaan diagonalisoida eli saattaa
padaakselimuotoon.

Lause 2.3. Olkoon H(X) = (HX|X) Hermiten muoto ja olkoon U sellainen unitaari-
nen matriisi, etti U*HU = D. Jos X' = (z4,... ,2,)T = U*X (ts. X = UX’), niin

H(X) = (DX'|X") = M|z |? + ...+ Aozl |2
Todistus. Kun X = UX’, niin

H(X)=(HX|X)=X"H'X = (UX"\"H"(UX")

= X" UTHTD)X = X" (U*HU)" X" = X" DTX’
= (DX)'X' = (DX'|X") = M|z} |2 + -+ + \pl2l)?. mot

Huomautus. Jos edellda U = (U; ... U,), niin Lauseen 1.3 kohdan a) mukaan
{Ui,...,U,} on avaruuden C™ ortonormaali kanta. Edelleen

X=UX"=21U1+ - +2,Up,,

joten X’ on vektorin X koordinaattivektori taméan kannan suhteen. Diagonalisointi
saadaan siis tehtya kannan vaihdolla siirtymalla luonnollisesta kannasta toiseen orto-
normaaliin kantaan {Uy,...,U,}. Vektorit Uy, ... U, antavat Hermiten muodon p&é-
akselien suunnat.

Reaalisessa tapauksessa Lauseesta 2.3 saadaan seuraava tulos.

Lause 2.4. Jos S on symmetrinen matriisi ja Q(X) = (SX|X) sen madradma nelio-
muoto, niin on olemassa sellainen ortogonaalinen matriisi P, etti PTSP = D =

diag(A1,...,An) ja
QX) =M 2y + -+ Ay 2y,

missi X' = PTX (ts. X = PX').

Esimerkkeja.
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Olkoon V erés reaalinen sisdtuloavaruus, X, Y € V ja || X]|| = ||Y]|. Osoita, etta
X —Y ja X +Y ovat ortogonaaliset ja tulkitse tulos alkeisgeometrian lauseena.
Pateeko vaite, jos avaruuden V' kerroinkunta on C.

Olkoon V' reaalinen sisétuloavaruus (siis K = R) ja olkoot X, Y, Z € V, joille
X+Y+Z=0,|X||=4,||Y]|=5]jallZ|| =6. Maaraa (X|Y) ja vektorien X ja
Y valisen kulman kosini.

Sisatuloavaruuden V vektoreista oletetaan, ettd Z =2X+4+Y, U=X -3Y, X 1LY
ja Z 1 U. Maaraa vektorien Z ja U pituuksien suhde.

Laske pisteen (1,3, —1)T etiisyys tasosta 2z +y + 3z = 11.

Olkoon T taso az + by + cz + d = 0 ja olkoon N = (a,b,c)T. Osoita, etti pisteen
(70, Y0, 20) T etiisyys tasosta T on

|a£L‘0 + byo -+ C2o + d|
|| V]|

Osoita, ettd yhtalo (X | Y) f X@®)Y(t)dt, X, Y € C([a,b]), madraa sisdtulon
avaruudessa C([a, b]). Maarlta || X, kun X( ) =€t t € a,b].

Olkoon P reaalikertoimisten polynomlfunktioiden muodostama lineaarinen avaruus
varustettuna sisdtulolla (f|g) = fo g(t)dt aina kun f, g € P.

a) Olkoot f(t) = a+t ja g(t) = t2. Maaraa, sellainen luku a € R, ettd vektorit f ja
g ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

b) Miiraa vektoreiden fi ja fo vilisen kulman kosini, kun fi(t) = 1+t ja fo(t) = t2.

c) Olkoot fi(t) =1, fo(t) = a+t ja f3(t) = b+ ct + t2. Miirda luvuille a, b ja c
sellaiset arvot, etta vektorit f1, fo ja f3 ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Sovella Gramin-Schmidtin menetelmii avaruuden R?® vektorijoukkoon {(1,1,1)%,
(0,—1,1)T, (3,—-1,0)T}, kun sisitulona on avaruuden R? tavallinen sisitulo.

Osoita, ettd joukko {\%(1, 1,17, %(1,—1,0 , \/Lé(l, 1, —2)T} on avaruuden R3

ortonormaali kanta. Mairas vektorin (2,4, 3)T koordinaatit tissi kannassa.

)T
Olkoon M = {f € P, | f(0) = 0}. Miérid komplementti M-, kun avaruuden P,

sisdtulo méaéaritelldan ehdolla (f | g) fo t)g(t)dt, kun f, g € P2

Miiriad vektorin Xo = (1,—1,2,0)T € R* kohtisuora projektio aliavaruudelle M =
{(z1, 20, 23,24)T €R* | 1y — 29 + 23 — 14 = 0}. Midrii etiisyys d(Xo, M).
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Miiriad pisteen Xo = (1,—1,2)T € R? kohtisuora projektio aliavaruudelle M =
L({(-1,1,1)T}). Miti on d(Xq, M)?

Olkoon a:R?® — R? lineaarinen kuvaus, joka kuvaa vektorit X, Y ja Z € R3 vekto-
reiksi (0,2, —-1)T, (1,2,3)" ja (1,—-1,0)T. Laske a(3X —2Y + Z).

Olkoon a:R?® — R3 ehdot «((0,1,1)) = (1,0,0)T, a((1,0,)T) = (1,1,0)T ja
a((1,-1,0)T) = (1,1,1)T toteuttava kuvaus. Voiko a olla lineaarinen?

Olkoon a:R?® — R? lineaarinen kuvaus, jolle a((1,0,0)™) = (1,1)T, «((0,1,0)T) =
(0,2)T ja a((0,1,1)T) = (2,1)T. Mairai o(3,5,2)T ja Ker a.

Olkoon a:V — W lineaarinen bijektio. Osoita, etti o= ': W — V on lineaarinen
kuvaus.

Osoita, ettd lineaarinen kuvaus kuvaa lineaarisesti riippuvat vektorit lineaarisesti
riippuviksi vektoreiksi.

Maaritelladn kuvaukset « ja 3 polynomiavaruudesta P polynomiavaruuteen P aset-

tamalla a(f) = g, missd g(t) = f(t+ 1) aina, kun t € R ja §(f) = h, missd
fo s)ds aina, kun ¢ € R. Ovatko ndmé kuvaukset lineaarisia? Tutki myds,

ovatko aja ﬂ injektioita tai surjektioita.

Tutki, onko kuvaus « lineaarinen, kun o on maéritelty seuraavasti:

a) a:R? — R3 ja a(a1,az,a3)") = (a1 — az, a; +as, az +a3)T,

b) a:R? — R3? ja a((a1,a2)T) = (a1 + 2as, a1 — as, 2a; + as)T,

c) :R? — R? ja a((ar,a2)T) = (a1 + 1,a; — az) ™.
Maaraa ydin Ker a ja kuva Im « edellisen tehtavan lineaarisille kuvauksille.

Maaraa seuraavien lineaaristen kuvausten matriisit luonnollisten kantojen suhteen:
.3 3 Ty _ T
a) a:R° — R® ja a((z1, 22, 23)" ) = (x1 — 223, 3,71 + dx2) ",

b) a:R? — R? ja a(w1,22)T) = (3v1 — 2m9,421)T.

Maaraa seuraavien lineaaristen kuvausten matriisit luonnollisten kantojen suhteen:

a) a:R3 — R3 ja a((z1, 22, 23)%) = (1 + 23, 22, —21 — 213) 7T,

b) a:R? — R? ja a(X) = 4X,

c) a:R? — R? ja a((z1,22)T) = (3z1, 21 — 229)7

d) a:R* — R* ja a(x1, 79, 73, 74)T) = (0,0, 23, 24) T,
(

Y

e) a:R* — R? ja a((z1, 22, 23, 24)T) = (x1, 22 — 23)T.
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Olkoon a: P, — Pj lineaarinen kuvaus, jolle a(f) = g, missd g(t) = (¢ + 1)f(¢).
Maiiras kuvauksen o matriisi kantojen E = {1,¢,t2} ja F' = {1,t,t> +t,t3} suhteen.

Maéaritelldén kuvaus a: P, — Ps5 asettamalla a(f) = g, missé g(t) = flt(s+ 2)f(s)ds
aina, kun t € R. Osoita, ettd a on lineaarinen kuvaus ja méaraé sen matriisi kantojen
E={1,t,t*} ja F = {1,t,t2,#3,t*,t°} suhteen.

Olkoon a:: R? — R? lineaarinen kuvaus, jonka matriisi kannan F' = {(1,2)T, (1, -1)T}
suhteen on

A= M(F;a) = (_21 _43).

Onko « sidinnéllinen? Myonteisessd tapauksessa méadriad M (F;a~t). Mairis myos
a((—2,3)") ja kuvauksen o matriisi luonnollisen kannan suhteen.

Tarkastellaan eriité tason R2 kuvauksia itselleen.

a) Osoita, etté peilaus origon tai koordinaattiakselien suhteen on lineaarinen kuvaus
ja maaraa sen matriisi luonnollisen kannan suhteen.

a 0

0 a)’ missa

b) Ns. homotetiakuvauksen matriisi luonnollisen kannan suhteen on (
a # 0. Mika on tamén kuvauksen geometrinen vaikutus?

c¢) Tarkastellaan projektiokuvausta P origon kautta kulkevalle suoralle, jonka suun-
tavektori on yksikkévektori U. Siis P(X) on vektorin X projektio suoralle L : Z =
tU. Osoita, etta P on lineaarinen kuvaus ja maaraa sen matriisi luonnollisen kannan
suhteen.

d) Tarkastellaan kuvausta, joka kiertdd vektoria X origon ympéri kulman ¢ positii-

viseen kiertosuuntaan (eli vastapdivddn). Osoita, ettd tdmé kuvaus on lineaarinen
cosy —sinp

. ) (sama matriisi
siny cosg

ja ettd sen matriisi luonnollisen kannan suhteen on (
esiintyi tehtavéssa 34).

Oletetaan, ettd lineaarinen kuvaus a:R?® — R3? toteuttaa ehdot a(X;) = Y;, i =
1,2,3, missi X; = (2,3,5)T, Xo = (0,1,2)T, X3 = (1,0,0)T ja Y7 = (1,1,1)7T,
Yo = (1,1, -1)7T, Y3 = (2,1,2)T. Miirid kuvauksen o matriisi luonnollisen kannan
suhteen.

Olkoon E vektoriavaruuden R3 luonnollinen kanta ja F' = {(0,1,—1)T, (1,-1,1)7T,
(—1,1,0)T} avaruuden R3 toinen kanta. Olkoon o € A(R?), jolle

ME:a)=A= 1 -1 2
Méaraa matriisit M (E, F; 1), M(F,E; 1), M(F;«) ja M(E, F;a), kun I on avaruu-

den R? identtinen kuvaus.

Laske determinantit



1 2 3 1 i =i 1 } _13 _13
a) |4 1 2/, by | 0 —i 2], 0)1_311,
3 4 3 142 0 1 3 1 1
1 2 1 1
-3 4 2 4
d) 11 -1 2
-2 3 -2 -1
97. Ratkaise yhtalot
r 2?2 23
a)'ng 1i =0, b)|-1 1 -—1|=o0.
v 2 4 8
1 a a?
98. Laske | @ a®> 1 |, kun a € C on luku, jolle a® =1 ja a # 1.
a®> 1 a
99. a) Ratkaise yhtalo
3+ x T x
x 3+x T T | _p
T r 34z x |
x x T 3+
0 r—a x—0b

b) Olkoon f(z)=|z+a 0 x — c|. Osoita, ettd f(0) = 0.
z+b z+c 0

100. Osoita seuraava ns. Vandermonden determinanttia koskeva tulos:

1 1 e 1
T T2 Tn
2 2 2
x x x _
1 2 = H (zj — i)
: 1<i<j<n
n—1 n—1 n—1
L1 Lo L
Osoita tdmén tuloksen avulla, ettd eksponenttifunktiot e®?, ..., e% ! ovat lineaaris-
esti vapaat, kun luvut aq,... ,a, ovat erisuuria.

T N
Sy Ot W

1
101. a) Laske determinanttien avulla A=, kun A = | 2
3

5 -1 -1 -1 -1
-1 5 -1 -1 -1
b) Maarada A1, kin A=| -1 -1 5 -1 -1
-1 -1 -1 &5 -1
-1 -1 -1 -1 5
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Ratkaise Cramerin kaavalla yhtaloryhma

1 +2x9 — 33—y = —1
r4+y+z =11
2r1 +x2 w3+ =1
a)s 2r—6y—z =0 b) .
r1 — T2 + T3 = -2
3r+4y+2z =0
31‘1+$2+ZE4 =0

Miiriad yksikkovektori X, jolle (U x V) x X = 0, kun U = (1,1,-1)T ja V =
(1,-1,2)T.

Laske vektorin X x (X x Y) pituus, kun tiedetddn, ettd || X| = 2,[|Y]| = 3 ja
| X +Y| =4

Olkoot X = (3,1,0)T, Y = (1,-1,u)T ja Z = (7,1,1)T. Maiiris sellainen luku u,
etti (X x V) LZ.

Kolmion kirkipisteet ovat (1,3,2)T, (2,—1,1)T ja (—1,2,3)T. Méirii kolmion ala.

MAiiras sen suuntaissirmion tilavuus, jonka sirminid ovat vektorit X = (1,2,0)7,
Y =(-3,1,0)T ja Z = (4,9,-3)"T.

Olkoon a € A(R?), jolle a((1,0)") = (2,2)T ja a((0,1)T) = (5,0)T. Laske det A,
kun A = M(E;a), missi E = {(1,0)T, (0,1)T}. Miiraa vektorien U = a((1,1)7) ja
V = a((2,-1)T) méidrdimin suunnikkaan alan suhde vektorien (1,1)* ja (2,—1)7T
maaraaman suunnikkaan alaan.

2—x a 0
2 a—xz O
0 0 b—=zx

Miké on yhtéalon kolmas juuri?

Yhtalolla = 0 on ratkaisut x = 1 ja z = 4. Maaraa vakiot a ja b.

Olkoon P ortogonaalinen, eli reaalinen ehdon PT = P! toteuttava, matriisi. Osoi-
ta, ettd det P = £1. Osoita edelleen, ettéd jos P = (“ b) on ortogonaalinen, a > 0

cd
™ ™

ja det P = 1, niin on olemassa sellainen # € [—5, 5] etta

cosf) —sind
P_(sin9 COSG)'

Olkoot A, B ja C sellaisia n x n-matriiseja, ettd AB = AC' ja det A # 0. Osoita,
etta B = C.

Olkoon K = C. Maaraa seuraavien matriisien ominaisarvot ja ominaisvektorit:

0 1 1 0 11 il L
ool o) Lo ) () o1t
! ! 111 00 1
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21\ . 34 .. . . .
Maaraa matriisien (2 3) ja (5 2) ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Olkoon o € A(R?) lineaarinen kuvaus, jonka matriisi luonnollisen kannan suhteen

4 —57
on ( 1 —4 9). Maaraa kuvauksen o ominaisarvot ja ominaisvektorit.
-4 0 5

Diagonalisoi matriisit
7T =2 0
0 2 6 2
a) (2 3>, b) (2 3), c)| -2 6 -2
Laske A7, kun A on edellisen tehtévin c)-kohdan matriisi.

Tarkastellaan lineaarista kuvausta a: Py — Py, jolle a(t—1) = 2+t, a(t+1) = 2+5t.
Maaraa kuvauksen o ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Matriisia A sanotaan vinoksi Hermiten matriisiksi, jos A* = —A. Osoita, etté
jokainen joukon M, (C) matriisi voidaan esittdé Hermiten matriisin ja vinon Her-
miten matriisin summana.

Tutki, onko 2 x 2-matriisi A = \%2 (1 :i) a) Hermiten b) vino Hermiten tai c) uni-

taarinen martriisi.

Maiiraé sellainen ortogonaalinen matriisi P, etti PTAP on diagonaalimatriisi, kun

A on

2 0 1 2 0 0
a)l 0 2 -1 by {0 1 1
1 -1 1 0 1 1
1 2 3
Laske matriisin | 4 5 6 | ominaisarvot.
7 8 9
Oletetaan, ettd n x n-matriisilla A on ominaisarvot A1,...,A,. Osoita, etta
p(A1),...,p(An) ovat matriisin p(A) ominaisarvoja, kun p € P on polynomi.
1 2 3 1 0 2 -1
- . 0O 1 4 -2 .
Maaraa matriisien [ 2 1 3 | ja 9 1 0 1 ominaisarvot.
336 2 -1 1 2



