Todennikosisyyslaskennan kurssi, 9. harjoitus (2.—3.12.2009)
1. Olkoon X = (X7, X2, X3) sv, jolle

1 1 15 -1
EX=|0|, Cov(X)=|15 4 —4
2 1 —4 16

Laske EY ja Cov(Y), kunsv Y = (Y7, Y3) médritellddn (sv:n X affiinina muunnoksena) kaavoilla
Y1 =5+ X+ Xo + X, Yo =2+2X; + X5 — Xs.

2. Olkoot X ja Y n-ulotteisia satunnaisvektoreita, joille
Cov(X)=Xx, Cov(Y)=3y, cov(X,Y)=3Xxy

Johda niiden summan kovarianssimatriisille seuraava kaava seké a-kohdan etté b-kohdan mene-
telmélla,
Cov(X+Y)=3yx + Ty + Zxy + ky

a) Kéytd kaavaa Cov(V) = cov(V, V) sekéd operaattorin cov(-,-) ominaisuuksia.

b) Tarkastele osavektoreista X ja Y muodostettua yhdistettyd vektoria Z = (X,Y), jossa on
ensin sv:n X komponentit ja sitten sv:n Y komponentit. Kirjoita Cov(Z) annettujen matriisien
avulla, esitd summa X+Y muodossa AZ valitsemalla matriisi A sopivasti, seké sovella kaavaa
Cov(AZ) = A Cov(Z)AT.

3. (Lineaarinen sekamalli (engl. linear mized model).) Tarkastellaan mallia
Y =XB+ZU +e¢,

jossa X on deterministinen n x p-matriisi, Z on deterministinen n x k-matriisi ja 8 on determinis-
tinen vektori. U ja € ovat riippumattomia satunnaisvektoreita siten, ettd U on k-komponenttinen
sv, jolle EU = 0 ja Cov(U) = D, ja € on n-komponenttinen sv, jolle Fe = 0 ja Cov(e) = X.
Laske FY ja Cov(Y).

4. (Choleskyn hajotelma.) Olkoon X kaksiulotteisen satunnaisvektorin Z = (X,Y") kovarianssi-
matriisi. Esitd se muodossa AAT, jossa A on 2 x 2-alakolmiomatriisi, ts. etsi esitys
2
= oX pa}gay =AAT, jossa A= a0
POXOy Oy a1 Qa22

(Opastus: Kirjoittamalla matriisitulon auki saat kolme riippumatonta yhtilod. Yhtilsitd on yksi
kutakin kovarianssimatriisin alkiota kohti, mutta matriisin 3 seké matriisin AAT symmetrisyys
eliminoi yhtélsistd yhden. Ratkaise yhtélot jarjestyksessd (1, 1), (1, 2), (2, 2).)
5. Olkoot X1, ..., X, riippumattomia sm:ia, joilla on yhteinen odotusarvo FX; = u ja varianssi
var(X;) = o3. Osoita, etti EY = (n — 1)0?, kun Y miéritelliéin kaavoilla

n n
_ . 1
Y = Z(X,» —X)%, jossa X = - ZXZ

=1 i=1
Opastus: yksi jérkevé tapa lihted liikkeelle on vihentdd ja lisdtd p sekd kertoa auki binomi
(Xi —p+p— X)2
6. (Lisétehtéivi, josta saa ylimééridisen harjoituspisteen.) Olkoot sv:it X 1Y ja G(X) ja H(Y)
niiden matriisiarvoisia funktioita, joiden dimensiot ovat sellaisia, ettd matriisitulo G(X) H(Y)
voidaan muodostaa. Satunnaisvektoreiden riippumattomuudesta seuraa, ettd g(X) 1L h(Y), kun
g ja h ovat mielivaltaisia reaaliarvoisia vektoriargumentin funktioita. Todista tdmé&n nojalla, etta

E[G(X) H(Y)] = E[G(X)] E[H(Y)]



