Todenniikbisyyslaskennan kurssi, 10. harjoitus (9.—10.12.2009)

1. Olkoon y; kaupungissa i tietyn vuoden aikana tiettyyn sairauteen kuolleiden henkiléiden
lukumééri, ja olkoon x; kyseisen kaupungin asukasluku, kun ¢ = 1,...,n. Téssd tehtdvissa
kaytdmme mallia, jonka mukaan y;:t ovat riippumattomien Poissonin jakaumia noudattavien
satunnaismuuttujien Y; havaittuja arvoja, joiden jakauma on

Y; ~ Poi(Az;), i=1,...,n.
Parametri A on kyseisesté taudista aiheutuva kuolleisuus henkil6vuotta kohti. .
Kirjoita uskottavuusfunktio seké etsi parametrin suurimman uskottavuuden estimaatti AME.

2. Kasittelemme nyt edellisen tehtdvin Bayes-versiota. Parametri A > 0 on jatkuvasti jakautu-
nut satunnaismuuttuja. Ehdolla A sm:t Y7,...,Y,, ovat ehdollisesti riippumattomia, ja

[Y:| A=) ~ Poi(Az;), i=1,...,n.

Parametrin A priorijakauma on Gam(a, ), jossa a, 8 > 0 ovat vakioita.
Johda posteriorijakauma [A | Y = y], jossa Y = (Y1,...,Y;,) on havaintoja vastaava satun-
naisvektori ja y = (y1,...,Yn), jossa luvut y; > 0 ovat havaittuja lukuméérii.

3. Tietyssd populaatiossa satunnaisesti valitun miehen idlle A (vuosia), pituudelle L (cm) ja
painolle W (kg) kiytetddn téssi tehtdviissd mallina kolmiulotteista normaalijakaumaa siten, etté
svin V = (A, L, W) odotusarvo pu ja kovarianssimatriisi ¥ ovat

40 256 0 58
p= (173, ==|0 103 74
75 58 74 82

a) Johda ehdollinen jakauma W | (A = a). Miké on 21 vuotta vanhojen miesten painon jakauma?

b) Johda ehdollinen jakauma W | (A = a, L = ). Miki on 21 vuotta vanhojen ja 191 cm pitkien
miesten painon jakauma?

4. Olkoon X ~ N, (u,X), jossa 3 on positiivisesti definiitti matriisi. T&ll6in satunnaismuuttu-
jalla Y = (X — p)TE"1(X — p) on eris tuttu jakauma. Miki?
Opastus: kiytd hajotelmaa 3 = AAT, jossa A on n x n-matriisi.

5. (Lineaarisen sekamallin uskottavuusfunktio.) Tarkastellaan mallia
Y =XB+ ZU + ¢,

jossa X on tunettu deterministinen n x p-matriisi, Z on tunnettu deterministinen n x k-matriisi
ja B on tuntematon deterministinen vektori. U ja € ovat riippumattomia satunnaisvektoreita
siten, ettd U ~ Ni(0,02D), ja € ~ N,,(0,02I), missd D on tunnettu positiivisesti definiitti k x k-
matriisi. Parametrivektori on @ = (3,03, 02), jossa 02 > 0 ja 02 > 0. Satunnaisvektorin Y arvoy
havaitaan, mutta satunnaisvektorien U tai € arvoja ei havaita. Téassé mallissa satunnaismuuttujat
Ui,...,U; ovat ns. latentteja muuttujia eli piillomuuttujia. (Virhevektori € on myés latentti,
mutta sen rooli on 1&hinné spesifoida Y:n ehdollinen jakauma ehdolla U.)

Tillaisen mallin uskottavuusfunktio on 8 — f(y | 6), jossa f(- | @) on sv:in Y reunajakauman
tiheys, kun parametrien arvot on 6. Kirjoita eksplisiittinen lauseke uskottavuusfunktiolle.

Opastus: sv:lla (U, €) on tietty multinormaalijakauma, minké ansiosta sv:lla 'Y on myés mul-
tinormaalijakauma, joten uskottavuusfunktion saa kirjoitettua multinormaalijakauman tiheys-
funktion kaavan (9.12) avulla. (Jos mallissa on latentteja muuttujia, niin tyypillisesti kiy toisin
eli niin, ettd uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa ainoastaan tulona integraaleja, jotka eivit
sievene.)



6. (Lisdtehtdvi, josta saa yliméérdisen laskuharjoituspisteen.) Tissd tehtéviissi tarkistetaan
lauseen 9.6 todistuksen jilkeen mainittu yleistys. Olkoon Q = [U V] ortogonaalinen n X n-
matriisi, joka on ositettu siten, ettd U on n X p-matriisi ja V on n x (n— p)-matriisi. Maaritelladn
H = UU”. Olkoon X ~ N, (m,0?I,), jossa m = Hm.

a) Tarkista, ettdi UTU =1,,,ja VIV =1,_,,jal, = UUT+VVT jaettd VIm = 0. (Hyédynni
ortogonaalisuudesta saatavaa kaavaa QQT = QT Q = I, sekii matriisin Q ositusta.)

b) Tarkista, ettd HY = H ja etti HH = H eli ettd H on symmetrinen ja idempotentti. Tarkista
tdmén jilkeen, ettd HX 1 (I, — H)X.

¢) Tarkista, ettd 1/0?||(I, — H)X||*> ~ x?_,. (Tulos seuraa helposti, kun ensin osoitat, etté
(T, - X]|* = [[VIX]?)



