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8. YLEINEN AARELLINEN MARKOVIN PROSESSI

Olemme jo pédsseet niin pitkélle, ettd voimme mééritella yleisen Markovin
prosessin, kun tilajoukko on #érellinen. Ajatus on tarkalleen sama kuin SK-
prosessin tapauksessa. Korvaamme siirtymétodennékdoisyydet p;; siirtymdin-

tensiteeteilld g;;, kunhan 7 # j.

8.1. Oletus. Annettu parametrit ¢;; > 0, kun ¢,7 € S ={1,2,...,d} jai # j.
Naitd nimitdmme sirtymdintensiteeteiks: tilasta @ tilaan j.

8.2. Oletus. Ehdollisille todennékoisyyksille on arviot
P(X(t+h)=7|X(t)=1)=qy,h

Kuten SK-prosessin tapauksessa, voimme tulkita todenndkéisyydet "kilpai-
luksi” d —1 riippumattoman eksponenttijakautuneen satunnaismuuttujan valil-
14 siten, ettd mika ehtii tapahtua ensin. Eli jos ¢ = 1, niin 715 ~ Exp (q12), ...,
Tiq ~ Exp (q14 ) kilpailevat siitd, miké on pienin eli 77 := min{T}2, T13. . . .. Tia}-
Satunnainen aika 77 on tilassa 1 viipymisaika, ja se on Exp (¢ )-jakautunut,

kun
0 = Z dij-
J#1
Vastaavasti kdymalla 1api muut tilat 2, 3, ..., d voimme mééaritelld viipymisajan

T, :==min{ T;; : j #1 } tilassa i, joka on vastaavasti Exp ( ¢; )-jakautunut ja

qi == Z Qij-

J#i
Siispé tilasta ¢ siirtymistodennédkoisyys aikavélilla (¢,¢ + h] on
P (X(t+h)# | X(H) = i) ~ gih
ja vastaava viipymistodennékoisyys tilassa ¢ on siten

P(X(t+h)=i|X()=i)~1—qh

8.1. DY Markovin prosessille. Aivan kuten SK-prosessin tapauksessa voim-
me madrata differentiaaliyhtalon prosessin jakaumalle. Tarvitsimme DY:n joh-
tamiseen siirtyméaintensiteetteji seka tietoa viipymisestd. Koska nyt muuttujia

on enemmaén, on merkintéja pyrittava tiivistamadn. Merkitsemme aluksi

pii(t) =P (X(t) = j[ X(0) =4) =P; (X(t) =),



62 STOKASTISET PROSESSIT

mikéd suoraan yleistdd Markovin ketjun yleistetyn siirtymétodennékoisyyden

pl(»?). Markovin ketjun tapauksessa havaitsimme matriisimerkinndn hyodylli-

seksi, joten vastaavasti merkitsemme

pll(t> e p1d<t>
P(t) .= : :
Pd1 (t) Ce pdd(t)
Merkitsemme vield g;; := —g;, silla siirtyméintensiteettia tilasta ¢ itseenséd em-

me ole maédritelleet ja kuten muistamme, se on kyseenalainen késite. Myos
merkinnéstéd havaitsemme, ettd asetamme “intensiteetin” negatiiviseksi! Mut-
ta tastd merkinnésta on kuitenkin hyotyéa! Téméan merkinnén johdosta voimme

koota myos siirtyméintensiteetit matriisimuotoon:

qi1 q12 ... Qid

qd1 4d2 --- d4dd

Tata matriisia nimitamme Markovin prosessin intensiteettimatriisiksi. Aivan

kuten aikasemminkin laskemme seuraavasti:

pij(t) =P; (X(t)=7) = Pi(X(t—h)=kX(t)=j)

e
Il &
—

=Y P(X(t—h)=k)P(X(t) =] X(0) =i, X(t—h) =k)
=N Pi(X(t—h)=k)P(X(t)=j|X(t—h)=k)
k#j

+Pi (Xt —h)=k)P(X() =7 X(t—h)=])

~ Zpik<t — h)qrjh + pij(t — h)(1 — g;h)
k#j

d
= sz‘k<t — h)qjh + pi(t — h)
k=1

Toiselta riviltd kolmannelle siirtymisesséd kiytimme Markov-ominaisuutta, jota
emme ole siis aivan tarkasti méaritelleet. Oli méaéritelméa kuitenkin mika hyvén-
sé niin kyseisen yhtdlon tulisi olla voimassa. Viimeisessé identiteessd kiaytimme
hyvéksi sopimusta ¢;; = —g;. Siirtdmalld termi p;;(t — h) vasemmalle puolelle,
voimme paételld ettd p;;(f) on jatkuva funktio, silla

m pi(t) = py(t —h) =0
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Jakamalla edelleen muuttujalla h ja antamalla h — 07 saamme yht&lon

pz] Z pir (1) Qs

Olemme osoittaneet seuraavan tuloksen

8.3. Lause. Yleisen ddrellisen Markovin prosessin jakauma toteuttaa differen-

tiaaliyhtdlon

d
(8.4) P;j(t) = Zpik(t)ij
k=1
jokaisella i,j € {1,...,d}. Matriisimuodossa tdmd yhtdilo on
(8.5) P'(t) = P(1)Q.

Voimme ratkaista tdméan ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélén mat-

riiseille varsin suoraviivaisesti.

8.6. Lause. Sirtymdmatriisi P(t) voidaan esittid muodossa

P(t) = €9 = 1+ZQW.

Todistus. Havaitsemme valittomasti, ettd P(0) = I, joten viite on ainakin
jérkevé. Jos matriisin dimensio on 1 x 1, matriisiyht&lod (8.5) vastaa tarkalleen
yksi tavallinen DY. Jos merkitsemme p(t) := p11(t) ja ¢ := ¢11, niin tapauksessa
d = 1 saamme
p'(t) =pt)g,
p(0) =1

Siispé viite on jarkeva myos, kun d = 1.

— p(t) = €.

Yleisessa tilanteessa voimme osoittaa vaitteen derivoimalla. Merkitsemme

S(t):114 viitteen oikeaa puolta. Laskemalla saamme, ettéd

s10 = {1+ 40 -3 p(%F)

Derivaatan viemien matriisipotenssisarjan sisille vaatisi hieman perusteluja

(HT. mieti perustelut tarkastelemalla osasummia ja derivoimalla komponen-
teittain), mutta niin vaatisi myos sarjan suppeneminenkin. Jos A on miké ta-
hansa d X d-matriisi, niin matriisin
At"
n!
derivaatta on
D

<At”> _ (At”_l

n! n—1
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Siispa
0 Qntn 0 Qntn 0 Qntn—l
S'(t :D<I —>: D<_): QT
®) +; nl ; ! ;(n—l)!

Vaihtamalla summausmuuttuja n muuttujaksi n’ = n — 1, saamme

0 n+1l4n 0 n4n
s’(t)=Q+ZQ;t :(HZQt)Q:S(t)Q

n!

n=1 n=1

Siispa myos S(t) totetuttaa differentiaaliyhtélon (8.4). Lisdksi S(0) = [
P(0). Ei ole erityisen hankalaa osoittaa, ettd téstd seuraa, ettd S(t) = P(t
jokaisella t.

~—

Erds tapa on seuraavanlainen: Huomaamme, ettd jos A(t) toteuttaa yhté-
16n (8.4) ja A(0) = 0, niin

Al) = /Ut A(s)ds = /OtA(s)Q ds,

missd integrointi suoritetaan komponenteittain. Voimme nyt ottaa tésta itsei-

sarvot ja arvioida
t
45000 < [ 1AG)Qy s

Matriisituloa voimme arvioida maksimin (eli normin avulla), silld

d
(Al < D2 maxl Ay ()14l = dll As) | x Q]
k=1
Saimme siis arvion
AW | = max| A, (6] < d Q| / | A(s) [|ds = C / | A(s) | ds.
i 0 0

Funktio u(t) := || A(t) || > 0 on tavallinen jatkuva yhden muuttujan reaaliar-

voinen funktio. Iteroimalla arviota

ult) < C’/Otu(s) ds

voimme padtella, etté

Cn+1

n!

u(t) < /0 (t —s)"u(s)ds — 0,

kun n — oo. Siispa u(t) = 0 jokaisella ¢ ja myos A(t) = 0. Koska S(t) — P(t) =:
A(t) toteuttaa naméi ehdot, niin olemme néyttaneet, ettd P(t) = S(¢). O
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8.2. Markovin prosessin TP-jakauma. Maérittelimme SK-prosesseille ta-
sapainojakauman. Voimme yleistdéd tdmén nyt myos dérellisille Markovin pro-
sesseille.

8.7. Mairitelmi. Oletetaan, ettd P ( X (0) =14 ) = m;. Jakauma 7 on tasapai-

nojakauma, jos
> mipis(t) =
jokaisella j € {1,...,d} ja jokaislella t. Matriisimuodossa tdmé voidaan esittié
nP(t) =,
kun 7 = (mmy ... m4) on vaakavektori.

SK-prosessien tapauksessa huomasimme, ettd tasapainojakauma toteutti dif-
ferenssiyhtélon, jonka johdimme SK-prosessin differentiaaliyhtilostd. Voimme
nyt lopulta paattaa yleisten dérellisten Markovin prosessien tarkastelun johta-
malla (ajasta t riippumattoman) lineaarisen yhtéléryhmén Markovin prosessin
tasapainojakaumalle.

Koska

nP(t) =,
niin derivoimalla havaitsemme, etta
7P'(t) = 0.

Differentiaaliyhtélon (8.5) mukaan siis

0=nP'(t)=7(Pt)Q) = (7P(1))Q = Q.

Differenssiyhtlon johtaminen onnistui tarkalleen samalla tavalla kuin SK-prosessin
yhteydessa. Oli vain huomattava, ettd matriisitulojen jarjestystéd ei saa muut-
taa (silla AB = BA ei ole yleensd matriiseilla voimassa), mutta ryhmitella
niitd kylla saa.

Haluttu yhtélo on siis

d
(8.8) TQ=0=> mg; =0 jokaisella j =1,...,d.
=1



