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6. POISSONIN PROSESSI

Siirrymme nyt tarkastelemaan hieman jatkuva-aikaisia stokastisia prosesseja,
joiden tilajoukkokin voi olla ylinumeroituva joukko. Aloitamme palauttamalla

mieleen eksponenttijakautuneet satunnaismuuttujat.
6.1. Oletus. Luku A > 0 on reaalinen.
6.2. Maidritelméi. Satunnaismuuttuja 7' ~ Exp (\), jos
Fit) =P(T<t)=1—¢e™
kullakin t € R,.
Eksponenttijakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktio on
ft):=F'@t) =X tcR,

Palautamme mieleen, ettd eksponenttijakautuneilla satunnaismuuttujilla on

myos "unohtavaisuusominaisuus”.

6.3. Lemma. Jokaisella t,s > 0 on voimassa
P(T<t+s|T>s)=P(T<t)=1-e

Todistus. Suoraan ehdollisen todennékoisyyden médritelmén nojalla
P(s<T<t+s)
P(T>s)

(1 . e—A(t—i-s)) _ (1 _ e—)\s
e—)\s

P(T<t+s|T>s)=

) e F(t)

O

Madritelladan nyt jatkuva-aikainen stokastinen prosessi X (), jonka tila-joukko-

na on {0, 1}, asettamalla

1, t<T
0, t>T.

X(t):=[t<T]=

Tama satunnaismuuttuja voisi vaikka kuvata tapahtumaa “lamppu palaa ajan-
hetkella t” ja eksponenttijakautunut satunnaismuuttuja 7" voisi kuvata tapah-
tumaa "lampun hajoamisajankohta”. Laskemme nyt, milld todennékéoisyydella
lamppu hajoaa valilla [t, ¢+ k], kun se vield paloi hetkelld ¢. Suoraan mééritel-

mén ja Lemman 6.3 nojalla

P(Xt+h)=0|Xt)=1)=P(T<t+h|T>t)=1—e"
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Koska aika on nyt jatkuva, ei seuraavaa ajanhetked ole olemassa. Voimme kui-
tenkin ajatella seuraavaa ajanhetkeé raja-arvona, kun h — 0. Saamme siten
P(X(t+h)=0|X() =1

L OP(X(h)=0]X()=1)

=\
h—0t h

Pienilla h > 0 on siten approksimatiivisesti voimassa
P(X(t+h)=0|X(t)=1)=hA\.
Lukua A\ voimme tassa nimittda sammumisintensiteetiksi.

6.4. Lemma. Oletetaan, ettd Ty ~ Exp (A1) ja Ty ~ Exp (A2) ovat riippu-
mattomia. Tdlloin T := min{Ty, To} ~ Exp (A + A2 ).

Todistus. Suoraan laskemalla ja soveltamalla riippumattomuutta saamme
P(T > t) = P(min{Tl,Tg} > t) = P(Tl > 1,15 > t)
=P (T, >t)P(Ty >t)=e Me P2l = g=(utda)t,

Tasta vaite seuraakin. O

6.5. Esimerkki (Puhelinkeskus, Erlang 1907). Voimme mallintaa puhelin-
keskuksen toimintaa kiyttamalla eksponenttijakautuneita satunnaismuuttujia.
Oletetaan, ettd puhelut yhdistetdin keskuksen vélityksella liittamalld ne "pu-
helinlangoilla”. Oletamme, ettd keskuksessa on d kappaletta puhelinlankoja.
Oletamme lisdksi, ettd puheluita saapuu (toisistaan luonnollisesti riippumat-
ta) keskukseen satunnaisesti ajanhetkilld ¢g, t1, t2, jne. Oletamme, ettd kahden
perdkkiisen ajanhetken t;,1 ja t; vali on eksponenttijakautunut intensiteetilla
A. Siis
ti —to~Exp(A), to—t; ~Exp(A), jne.

ja ndmé satunnaismuuttujat ovat keskenédén riippumattomia. Oletetaan liséksi,
ettd puhelun, joka saapui hetkelld t; kesto on s; ~ Exp (). Oletamme myos,
ettd puhelujen kestot ovat toisistaan riippumattomia seké riippumattomia saa-
pumisajoistakin.

Haluamme selvittdd, kuinka monta puhelinlankaa on varattuna hetkelld ¢,
silld tdma tieto on valttdméaton keskusta suunniteltaessa, jotta jonotusajat (eli
hetket jolloin kaikki puhelinlangat ovat kaytossd) voitaisiin minimoida. Ase-

tamme

X (t) := "varattujen puhelinlankojen lukumé&éré hetkelld ¢”.
Nyt X(t) € {0,1,...,d} eli tilajoukko on {0,1,2,...,d}. Jos oletamme, ettd
X(t) = 4, niin voimme maérata todenndkoisyyden, ettd lyhyen ajan A > 0 ku-
luessa X (t+h) = i+1. Jos h on hyvin pieni, niin on varmasti epatodennékaista,

ettd kovin monta uutta puhelua saapuu téalld vélilla ja kovin monta kdynnissa
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olevaa puhelua loppuu. Luultavasti todennékdéisintd on se, etté kaikki samalla
hetkelld varattuna olevat langat pysyvét varattuina, joten siirtyméatodennékai-

Syys on
P(X(t+h)=i+1|X(t)=1)
~ P (saapuu yksi uusi puhelu valilla (¢,¢t + h) | X(¢t) =1).

Nyt tdmé voidaan tulkita seuraavan puhelun saapumisvilid kuvaavan satun-

naismuuttujan 7" avulla, joten
P(X(t+h)=i+1|X{t)=i)=P(T<t+h|T>t)= M

Jos taas tarkastelemme tapahtumaa, etti aikavalilla (¢,¢ + h] varattujen lan-
kojen maara tippuu yhdelld, niin luultavasti tdméa todennédkoéisyys on likimain
sama kuin tapahtuman "uusia puheluita ei tule ja jokin kdynnissé olevista ¢:sté

puhelusta loppuu valilla (¢, + h]” todenndkéisyys. Padttelemme siis, etta
P(X(t+h)=i—1|X(t)=1)
~ P (jokin i:std puheluista loppui vélilla (¢,¢ + h) | X(t) =)

Tamén voimme kuvailla puheluiden kestojen minimin avulla. Jos sq1,...,s;
ovat kédynnissd olevien puheluiden kestot ja puhelut ovat saapuneet keskuk-
seen aikoina tq, ..., t;, niin tieddmme hetkelld ¢ niiden olevan kdynnissa. Siispa
min{s; +t1,...,8; +t;} > t. Toisaalta yksi puheluista loppuu valilla (¢, + h),
joten min{s; + t1,...,s; + t;} < t + h. Ei vaadi suurta luottamusta (ja on
my6s helppo osoittaa), ettd riippumattomuuden nojalla voimme "unohtaa”,
ettd saapumisajat ovat satunnaisia ja voimme ajatella, ettd tarkastelemme-
kin pelkdstddn satunnaismuuttujaa S := min{sy,...,s;}. Lemman 6.4 mu-
kaan riippumattomien eksponenttijakautuneiden satunnaismuuttujien minimi
on myos eksponenttijakautunut, kunhan intensiteetit p lasketaan yhteen. Kos-
ka s1, ... ja s; ovat samoin jakautuneita, niin yhteenlaskettu intensiteetti on

14+ p=iu. Saamme siis
P(X(t+h)=i—1|X(t)=1)
~P(S<t+h|S>t)=iuh

Huijasimme edelld hieman tai oikeastaan aika paljon. Kédytimme termié
"luultavasti”’, kun yritimme muotoilla siirtymisen tilasta ¢ tilaan ¢+ + 1 seka
© — 1 kdyttamalla vain yhta tulevaa tai yhtd paattyvad puhelua. Onhan mah-
dollista, ettd X (¢t + h) =i+ 1 jos vélilla (¢,¢ 4+ h) pddttyy yksi puhelu ja saa-
puu kaksi puhelua. Edelleen sama vaikutus olisi kahden puhelun pa#ttymisella
ja kolmen saapumisella jne. Namé kaikki on poissulkevia tapahtumia, joten

kokonaistodennéikdisyys (eli oikea todennikoisyys) saataisiin siten laskemalla
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kaikki ndmé mahdollisuudet yhteen. Kaytimme kummassakin siirtyméssa &éa-
rettoméstd summasta vain ensimméisen summattavan termin. Eihdn tdmé voi
olla oikein, vai voiko ?

Kylla voi, silla termin "luultavasti” kdytimme myds termié “likimain”. Onkin
helppo osoittaa, ettd koko summa on likimain yhtdsuuri kuin sen ensimméi-
nen termi (eli koko loppusumma onkin mitdttomén pieni verrattuna yhteen
ainoaan termiin). Tarkemmin voimme ymmértdd kiyttamamme epaméériisen

merkinnin ~ seuraavasti’:

a(h) =~ b(h) jos a(h) — b(h) on "pieni” verrattuna

seka termiin a ettéd termiin b

Téamén voi perustella seuraavasti. Jos vélilla (¢,¢ + h) saapuu kaksi puhelua ja
yksi loppuu, niin ehdolla, ettd X (¢) = ¢ tdmén tapahtuman todennikoisyys on
korkeintaan

P(Tl,TQ,S§t+h|S,T1,T2 >t)

Riippumattomuuden ja Lemman 6.4 nojalla voimme péaatelld kuten Lemmas-

sa 6.3, ettd tdma todennédkoisyys on
(P(T<t+h|T>1t))"P(S<t+h|S>t)r~Ih%iph=ip)h?

Vastaavasti seuraavan tapahtuman (kolme puhelua saapuu ja kaksi loppuu)
todenniikdisyys ehdolla X () = i on korkeintaan likimain 2u?A3h5. Induktiolla
voimme pédtelld, ettd tapahtuman n + 1 puhelua saapuu ja n loppuu vélilla
(t,t+h), kun X (t) = h on " p" A" 1A+ Siispi niiden tapahtumien yhdisteen
todennékoisyys on korkeintaan

zﬂ)\th + i2u2A3h5 44 Z‘"un)\n+1h2n+1 Lo

1
= iph®\? FUFARRE = i\ ——————— < OB
if kgzoz U ifL =02 )

kunhan ipAh? < 1 eli h on riittdvin pieni. Koko diretén sarja on siis mitiit-

tomén pieni verrattuna ensimmaéisen tapahtuman todennékoisyyteen, joka on
likimain Ah.

"merkint4 on edelleenkin hyvin epaméériinen, tarkkuutta varten voisimme kéyttda Lan-

daun notaatiota ap = by + o(cp), missi ¢p, kertoisi nollaanmenonopeuden
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Téaysin vastaavasti voimme osoittaa siirtymén tilasta ¢ tilaan ¢ — 1 likiméaa-

riisen oikeellisuuden.® Samoin voimme helposti osoittaa, etté
P(X(t+h)=i+2|X(t)=1i)~ \h?
ja yleisesti
P(X(t+h)=i+k|X(t)=1i)~ \RE
Myo6s
P(X(t+h)=i—k|X(t)=1)=i*u"n".
Voimme siten laskea, etté

A, kunj =141, jai <d,
. P(X(t+h)=j]|X(t)=1)
lim
h—0+ h

=!qi; = § i, kun j=1i—1,
0, muutoin, kunhan j # i.

Havaitsimme siis, ettd siurtymdintensiteetit g;; poikkeavat nollasta vain, kun
j=1—1tai j =1+ 1. Tila d on keskuksen kannalta iké&va tila "kaikki puhe-
linlangat on varattu”, jolloin tulevat puhelut joudutaan laittamaan jonoon. J&-
timme my0s tapahtuman siirtyméintensiteetin ¢; méadraamaéatta. Taméa seuraa

siité, ettd hyvin lyhyelld aikavililla
P(X(t+h)=1i|X(t)=1)~1—iuh— \h

joten siirtymaéintensiteetistd ¢;; tulisi ddreton. Téassd mielessd késite siirtymé
onkin nyt ymmarrettava todellakin siirtymisené ja samassa tilassa séilymista
ei tule yrittadkadn kuvata siirtyméintensiteetin avulla.

Huomaamme lisdksi tésté, ettd intensiteetti ei siis ole mikédédn todenndkoi-
syys vaan ainoastaan mallin tulkintaa sekéd ajattelua helpottava késite, joka

muistuttaa ldheisesti Markovin ketjun siirtymatodennakdisyytta.

Esimerkin puhelinkeskuksen tilajoukko oli {0,1,...,d} ja tilasiirtymien vé-
liajat olivat eksponenttijakautuneita. Lisdksi huomasimme, ettd X (¢) periaat-
teessa pysyi paikallaan tai siirtyi yhdelld ylos tai yhdelld alas.

Olemme jo hyvin ldhelld Poissonin prosessia, joka on vield yksinkertaisempi
prosessi kuin X (¢), silld nyt joko pysymme samassa tilassa tai siirrymme yhdelld

ylospéin. Palautamme ensin mieleen Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan.

8Miettimilld vield hieman tarkemmin huomaamme, ettd huijasimme vield téssikin, silld
pédttelimme oikeastaan yhden puheluista loppumisen sijasta todenndkoisyyden vahintdan
vhden loppumiselle ja titd todennékoisyyttd kdytimme myos, kun méadrdsimme, ettd ar-
vio P(X(t+h)=1i4+1|X(t) =i) ~ A\h pitdd paikkaansa. Tarvitsimme todennikoisyyttd
yhden puhelun loppumiselle vain arviodessamme "héntédtermid” ja korvasimme todennékoi-

syyden isommalla luvulla, joten arviomme on siltikin ”oikein”
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6.6. Maaritelma. Olkoon A > 0. Satunnaismuuttuja N € N on Poisson-
jakautunut, N ~ Poisson (), jos

)\’I’L
_ _ A
P(N=n)=e o
kun n € N.
6.7. Oletus. Satunnaismuuttujat 7T; ovat riippumattomia ¢ = 1,2,... ja T; ~
Exp (A).

6.8. Oletus. Satunnaismuuttuja S; := 711 +- - -+T; on i:nnen insidenssin hetki

6.9. Oletus. Satunnaismuuttuja N(¢) € N on

.

0, kun0<t< 5
1, kun S; <t < 95
2, kun S5 <t < S3

1, kun Sl <it< S’i+1

\

6.10. Masritelmé. Stokastinen prosessi (N(t); ¢ > 0) on Poissonin prosessi,

jonka parametri on .

S, S, S,

Kuva 7. Poissonin prosessin kuvaaja

Prosessin nimi on seurausta seuraavasta ominaisuudesta. Merkitsemme sa-
tunnaismuuttujan N(t) jakaumaa pi(t) := P (N(t) = k), kun k € Njat > 0.
Osoitautuu, ettd N(t) on Poisson-jakautunut kullakin ¢ > 0.

6.11. Lause. Satunnaismuuttuja N(t) ~ Poisson (At) jokaisella t > 0 eli

(AD)*
k!

pk (t) — e—)ﬂf
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Todistus. Tieddmme jo, ettd
P(N(t+h)=k+1|N(t)=Fk) = \h,
silld tdmé on tarkalleen sama kysymys kuin lamppuesimerkissa. Nyt
p(t) =P (N({t)=k)=P(N({t—h)=k—1,N(t)=k)
+P(N(t—h)=kN({t)=k).
Tamé seuraa samanlaisella tarkastelulla kuin puhelinkeskusesimerkissa, silld
todennikdisyys, ettd N(t —h) < k — 1 on hiividviin pieni” verrattuna tapahtu-

maan N(t —h) = k — 1. Voimme nyt ehdollistaa ja laskea oikean puolen termit

likim&drin. Ensimméinen termi on
P(N(t—h)=k—1,N(t)=k)=P(N({t—h)=k—1)x
P(N({t)=k|N({t—h)=k—-1)
~ pr_1(t — h)Ah

X

Vastaavasti toinen termi on
P(N(t—h)=kN({t)=k)=P(N({t—h)=Fk)x
xP(N(t)=k|N({t—h)=k)
~ pr(t — h)(1 — Ah).
Olemme siis paatelleet, etté

(6.12) Pi(t) = pr—1(t — h)Ah + pp(t — h)(1 — Ah),

joten antamalla h — 07 havaitsemme, ettéd pi(t) on jatkuva pisteessi h. Jaka-
malla kaava (6.12) puolittain muuttujalla h ja sen jilkeen antamalla h — 0T
havaitsemme, etté
. pi(t) —pu(t = h) .
=1 _1(t—h)—p(t—h
(6.13) h—0+ h hoor (Pi-a )~ Pl )
= X(pr—1(t) — pe(t))

Tamé on differenssi-differentiaaliyhtélé jakaumafunktiolle pg, mutta onneksi

yhtélo on varsin helppo ratkaista. Jos & = 0, niin voimme ajatella ettd p_;(t) =
0, jolloin yht&lé on myo6s voimassa. Ratkaisemme yhtélon generoivan funktion
avulla. Merkitsemmekin siksi

o)

f() =) m()s", 0<s<L.

k=0

Ytarkkuutta haluaville mainitsen, etté tdmén todistuksen ajan relaation ap =~ by voi ym-
mértdd tarkoittavan ap, = by + o(h). Likimé#rdd kuvaava merkki on vain mukava lyhenne
télle
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Nyt kayttadmalla yhtélod (6.13) saamme,

A(pr-1(t) — pu(t))s*

NE

full) =Y pi(t)s" =

il

0

=AY pe(t)s" T = Ma(t) = sAf(t) = M)

= )‘(3 - 1)fs(t) = afs(t)'

Funktio f, toteuttaa siis helpoimman 1. kertaluvun differentiaaliyhtélon ja on

siten ratkaistavissa suoraan:
fo(t) = Ce™ = Cem1E
Koska pi(0) = [k = 0], silld N(0) = 0 varmasti, niin

f:(0)=C= i[k‘ =0)sF=1 = f(t)= As—1)t
k=0

Koska eksponenttifunktion sarjaesitys on

- k A As At — At
) = Do)t =N = M ST
niin vertaamalla kertoimia olemme osoittaneet, etté
pr(t) = 6/\t2—]:7
miké olikin véite. 0

Poissonin prosessilla on seuraavanlainen Markov-ominaisuus.

6.14. Lause. Kun N(t) on Poissonin prosessi, niin
: o (A
P(N(s+t)—N(s)=i|N(s)=k)=P(N(t)=1i)=e N
Todistus. Téméa on enemménkin todistuksen luonnos kuin tarkka todistus. Vai-
te seuraa siité, ettd viliajat T; ovat eksponenttijakautuneita ja myos odotusaika
seuraavaan insidenssiin on eksponenttijakautunut ehdolla. Jos siirrimme kel-
loa siten, ett aika alkaakin hetkelld s, niin prosessi N(t) := N(s +t) — N(s)
on Poissonin prosessi riippumatta siitd, mika arvo prosessilla on hetkelld s.
Tamé seuraa eksponenttijakautuneiden satunnaismuuttujien unohtavaisuuso-
minaisuudesta (eli Lemmasta 6.3).

Hieman tarkemmin tapahtuma

{N(S+t)—N(S):i,N(S):k’}:{sk§8<sk+1§5k+i§8+t<8k+i+1}
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Odotusaika seuraavaan hetkeen on satunnaismuuttuja 7" := Sy — Sk. Vihen-

tamaélla edellinen insidenssi kaikista, voimme muotoilla tapahtuman
{N(s+1t) = N(s)=i,N(s) =k} ={0<U <Ty <S8, <U+t< Sis},

kun

U::S—Sk,fj = Thyj, Ja §j ::ﬁ—l—...Tj.

Nyt U on riippumaton kaikista satunnaismuuttujista fj ~ Exp (). Jos mer-
kitsemme satunnaismuuttujan U tiheysfunktioita funktiolla g, niin riippumat-

tomuuden nojalla
P(O§U<T1§§i§U+t<§i+1>
:/R[Ogu]P<u<T1§§i§u+t<§i+1)g(u)du
:/R[Oﬁu]P<u<ﬁ>P<T1§§i§t+u<§i+1|ﬁ>u>g(u)du

:/[OSU]P<U<T1)P<ﬁ§§i§t<§i+1>g(u)du.

Edellisen kaavan viimeinen yhtédsuuruus on unohtavaisuusominaisuuden suo-
raviivainen yleistys (induktiolasku jonka jatdmme harjoitustehtavéksi). Koska
P <ﬁ <GS, <t< giﬂ) =P (N(t) =) ja riippumattomuuden nojalla myos

/R[Ogu]P(u<T1)g(u)du:P(O§U<TV1> =P (Sp <s<Skt1),
niin olemme péaatelleet, etta
P(N(s+t)—N(s)=1i,N(s)=k)=P(N(t)=i)P(N(s)=k),
joten viite seuraa ehdollisen todenndkoisyyden médritelmésta. 0

Talla tuloksella on my6s mielenkiintoinen ja hyvin kédyttokelpoinen seuraus,
jonka mukaan Poissonin prosessin lisdykset N(t) — N(s) ja N(v) — N(u) ovat
riippumattomia satunnaismuuttujia, jos avoimet valit (s,t) ja (v, u) eivét leik-

kaa toisiaan.
6.15. Seuraus. Poissonin prosessin lisiykset ovat risppumattomia.

Todistus. Jos s < t < v, niin X := N(t) — N(s) ja Y := N(v) — N(t) ovat
riippumattomia, silla

P(X=iY=k)=> P(N({t)=i+jN(s)=4jNv) —N(t)=k).

320
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Ehdollistamalla saamme Markov-ominaisuuden'® avulla
P (N(v) = N(t) = k| N(t) = i + j, N(s) = j)
=P(N@w)—N({t)=k|N({t)=i+j)=P(Nw—-1t)=k),
joten

P(X=iY=k)=Y P(N()~N(s)=i,N(s) = j )P (N(v—t) = k)

Jj>0
=P(N({t)—N(s)=1)P(N(v—1t)=k)
=P(X=i)P(Nw—-t)=k)

Summaamalla yli tilan ¢, voimme siis todeta, etta

P(Y=k)=) P(X=i,Y=k)=P(Nuv-t)=k),

joten
P(X=iY=k)=P(X=0)P(Y=kFk).
U

Yhdistamalla ndmé kaksi tietoa, voimme osoittaa harjoituksissa (Harjoitus
5.4.) esiintyvén tiedon, minkd mukaan jos (¢,s) C (u,v), niin lisdyssatun-
naismuuttuja N(t) — N(s) on binomijakautunut, ehdolla, ettd tieddmme, etti
N(u) — N(v) =n.

10jtse asiassa emme osoittaneet, ettd historian voi unohtaa, mutta timé on helppo liséti

edellisen lauseen "todistukseen”



