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1. Tarkastellaan heijastelevaa satunnaiskulkua välillä {0, 1, . . . , d} eli kun p + q = 1,

niin

pij =



p kun j = i + 1 ja i < d

q kun j = i− 1 ja i > 0

1 kun i = 0, j = 1 tai i = d, j = d− 1

0 muutoin.

a) Onko ketju kääntyvä ?

b) Määrää ketjun tasapainojakauma.

2. Olkoon T ∼ Exp ( λ ) ja S ∼ Exp ( µ ) riippumattomia. Näytä laskemalla, että

P ( T + S ≤ t + s |T + S > t, T < t ) = P ( S ≤ s ) .

3. Olkoon N(t) Poissonin prosessi. Oletetaan, että 0 < t < u < v < s ovat annettuja

lukuja. Mikä on satunnaismuuttujan N(v) − N(u) jakauma ehdolla, että tiedämme

N(s)−N(t) = n ?

4. TP-jakauman yksikäsitteisyys: Oletetaan, että (Xn) on äärellinen ja pelkistymätön

ja α ∈ S. Olkoon π̃ jokin tasapainojakauma. Merkitään

A
(n)
j (k) := Pj ( Xm 6= α kun 1 ≤ m < n ja Xn = k ) .

a) Esitä todennäköisyys A
(n)
j (k) osumishetken τα ja satunnaismuuttujan Xn avulla

ja päättele tästä arvio

A
(n)
j (k) ≤ Pj ( τα > n )

kun k 6= α.



b) Näytä induktiolla, että ∑
k 6=α

A
(n)
j (k)pki = A

(n+1)
j (i)

kun i 6= α ja n ≥ 1.

c) Näytä, että

π̃j = π̃α

n∑
m=1

A(m)
α (j) +

∑
l 6=α

π̃lA
(n)
l (j),

kun j 6= α ja n ≥ 1 [Vihje: induktio, TP-jakauman määritelmä ja kohta b)]

d) Jos p
(m)
αj > 0, niin näytä että

Pj ( τα > n ) ≤ Pα ( τα > n + m )

p
(m)
αj

→ 0,

kun n →∞.


