Integraaliyhtalot
Harjoituskokoelma 4

Palautus ... Hmmm, ennen ensi lokakuuta.
Pisteytys: Seuraavissa tehtiava kaksi on 12 pisteen arvoinen, ja muut kuuden
pisteen arvoisia. Vaikka et saisi kakkosta ratkaistua, kannattaa muita tehtéavia
silti yrittdd, tarvitset niihin vain kakkosen tulosta ja Greenin kaavoja.

1. Oletetaan, ettd Q@ C R? on rajoitettu C2-alue, u € C2(Q) N C1(Q) ja
ettd se toteuttaa (2:ssa yhtélon

(A +E*)u=0. (0.1)

Oletetaan, ettd Im k > 0 ja ettd joko ulgo = 0 tai d,u = 0. Osoita, ettd
u=0.

2. Olkoon © kuten edelldi, ja u € C?(R?*\ Q) Helmholzin yhtélon (0.1) rat-
kaisu R? \ Q):ssa. Oletetaan, ettil se toteuttaa lunnoilla esitetyn Som-
merfeldin radiaatioehdon. Olkoon Ry > 0 niin suuri ettd |z| > Ry impli-
koi, ettd x € R*\ Q. Olkoot (7,6, ¢ )napakoordinaatit R*:ssa. Osoita,
ettd olemassa kulmamuuttujien 6 ja ¢ jatkuvat funktiot F), siten, etté

e o~ Fu(0, 9)

r rn
n=0

u(r) =

kun r > Ry, ja ettd tdmé sarja suppenee talldin itseisesti, ja ettéd sité
saa derivoida termeittéin.

Vihje: kidyta ulkoalueen esityskaavaa sopivan pallon komplementissa,

siirry napakooridnaatteihin ja kehitéd integraali sarjaksi.

3. Osoita, ettd edellisen tehtdvan funktiot F) toteuttavat rekursiivisen
yhtélon
2iknF, =n(n—1)F,_1 + B(F,_1),

missi B on differentiaalioperaattori (n.k Beltrami operaattori pallon
pinnalla)
1 0 0 1 0?
B = — [ sinf— —_— .
sin 6 00 ( o0 ) * sin? 0 O¢?
Vihje: Kirjoita A napakoordinaateissa, ja sovella operaattoria A + k2
puolittain edellisen tehtavén kehitelméaén.

4. Olkoon u edelleen kuten tehtavéssa kolme. Funktiota Fj kutsutaan u:n
kaukokentdksi. Osoita, ettéd jos Fy = 0, niin u = 0.



5. Oletetaan, ettd k > 0, ja u kuten ylla. Osoita, etté jos

lim lu|?dS = 0,

niin v = 0.

6. Olkoon k ja u kuten edellisessd tehtédvissd. Oletetaan vield ettd u €

CHR?\ Q) ja etti
Im (k/ u@dé‘) > 0.
o0 31/

7. Osoita, ettd u on kuten edelld. Oletetaan, ettd joko u|go = 0 tai d,u =
0. Osoita, ettd u = 0.

Osoita, ettd u = 0.



