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Huomaa: harjoitukset jatkuvat kääntöpuolella.

1. Olkoot A ja B L-struktuureja ja A ⊆ B. Osoita, että seuraavat
ehdot ovat yhtäpitävät:
(1) A 4 B.
(2) Jokaisella äärellisellä jonolla ā ∈ A|ā| ja joukollaX ⊂ A, tpA(ā/X) =

tpB(ā/X).
(3) Jokaisella n < ω ja joukolla X ⊂ A, SA

n
(X) = SB

n
(X).

2. Olkoon A {<}-struktuuri (Q, <), missä Q on rationaalilukujen jouk-
ko ja < on tavallinen järjestys. Osoita, että on olemassa tasan kon-
tinumin verran (eli 2ℵ0) eri täydellistä tyypiä yli dom(A):n.

3. (1) Olkoon M = (X,<) tiheä päätepisteetön lineaarijärjestys, A ⊂
M ja b̄, c̄ ∈ Mn s.e. b1 < · · · < bn ja c1 < · · · < cn. Osoita, että
tpM(b̄/A) = tpM(c̄/A) jos ja vain jos bi < a ⇔ ci < a ja
bi > a ⇔ ci > a kaikilla i = 1, . . . , n ja a ∈ A. Erityisesti,
osoita, että kaikilla X:n alkioilla on sama 1-tyyppi yli tyhjän
joukon.

(2) Osoita, että jos a, b ∈ Q, niin tpQ(a/N) = tpQ(b/N) jos ja
vain jos on olemassa Q:n automorfismi σ, joka kiinnittää N:n
pisteittäin ja jolla σ(a) = b.

(3) Olkoon A = {1 − 1

n
: n = 1, 2, . . . } ∪ {2 + 1

n
: n = 1, 2, . . . }.

Osoita, että 1 ja 2 toteuttavat saman tyypin yli A:n, muttei ole
olemassa Q:n automorfismia, joka kiinnittäisi A:n pisteittäin ja
kuvaisi 1:n 2:ksi.

4. Olkoot M ja N L-struktuureja, A ⊆ M ja f : A → N osittai-
nen elementaarinen kuvaus. Osoita, että SM

n
(A) ja SN

n
(f(A)) ovat

homeomorfiset.

5. Olkoon M L-struktuuri ja A ⊂ M . Määritellään A:n määriteltävä
sulkeuma (definable closure)

dcl(A) = {x ∈M : x on määriteltävä yli A:n}.

Osoita, että jos ā, b̄ ∈Mn ja tpM(ā/A) = tpM(b̄/A), niin tpM(ā/ dcl(A)) =
tpM(b̄/ dcl(A)).
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6. Olkoon ∆ joukko L-kaavoja, joka on suljettu konnektiivien ∧,∨ ja
¬ suhteen. Olkoon M L-struktuuri. Määritellään

S∆

n
(T ) = {Σ ⊂ ∆ : Σ:n kaavojen vapaat muuttujat ovat v1, . . . , vn,

Σ ∪ T on toteutuva,

ϕ ∈ Σ tai ¬ϕ ∈ Σ kaikilla ϕ ∈ ∆}.

(1) Osoita, että kaikilla p ∈ S∆

n
(T ) on olemassa q ∈ Sn(T ) s.e.

p ⊆ q.
(2) Oletetaan, että kaikilla n ja p ∈ S∆

n
(T ) on olemassa yksikäsittei-

nen q ∈ Sn(T ), jolla p ⊆ q. Osoita, että kaikilla L-kaavoilla ϕ(v̄)
on olemassa ψ(v̄) ∈ ∆ s.e. T |= ϕ(v̄) ↔ ψ(v̄). Erityisesti, jos jo-
kaisella kvanttorivapaalla tyypillä on yksikäsitteinen laajennus
täydelliseksi tyypiksi, niin T sallii kvanttoreiden eliminoinnin.


