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Huomaa: harjoitukset jatkuvat kääntöpuolella.

1. L-lause ϕ on universaali, jos se on muotoa ∀v̄ψ(v̄) ja ψ on kvantto-
rivapaa.

Olkoot M ja N L-malleja ja M ⊆ N (eli M on N :n alimalli).
Osoita, että jos ϕ on universaali lause ja N |= ϕ, niin M |= ϕ.

2. Kun K on L-malliluokka, merkitään

ThL(K) = {ϕ : ϕ on L-lause ja M |= ϕ kaikilla M ∈ K}.

Kun T on L-teoria, merkitään

Mod(T ) = {M : M on L-malli ja M |= T}.

Olkoon T L-teoria. Osoita, että seuraavat ehdot ovat yhtäpitävät
(1) T = ThL(Mod(T )).
(2) T on muotoa ThL(K) jollakin L-malliluokalla K.
(3) T on suljettu loogisten seurausten suhteen, eli jos T |= ϕ, niin

ϕ ∈ T .

3. Olkoon L numeroituva aakkosto. Osoita, että kaikilla äärettömillä
kardinaaleilla κ on olemassa korkeintaan 2κ epäisomorfista mahta-
vuutta κ olevaa L-mallia.

Oletetaan tunnetuksi: κ<ω =
⋃

n<ω
κn = κ ja κκ = 2κ kaikilla

äärettömillä kardinaaleilla κ.

4. Olkoon M L-malli. Sanotaan, että funktion f : Mn → Mm on
määriteltävä jos f :n kuvaaja on Mn+m:n määriteltävä osajoukko.
(1) Osoita, että jos f : Mn →Mm ja g : Mm →M l ovat määritel-

täviä, niin g ◦ f on määriteltävä.
(2) Oletetaan, että f : Mn →M on määriteltävä. Osoita, että f :n

kuvajoukko Im(f) on määriteltävä.
(3) Oletetaan, että f : Mn → M on määriteltävä ja injektiivinen.

Osoita, että f−1 on määriteltävä.

5. Oletetaan L1 ⊃ L. Jos M1 on L1-malli, niin unohtamalla joukon
L1\L symbolien tulkinnat, saadaan L-malli M. M on tällöin M1:n
rajoittuma (reduct) ja M1 on M:n laajennus (expansion).
(1) Osoita, että jos X ⊆ Mn on määriteltävä M:ssä, niin se on

määriteltävä M1:ssä.
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(2) Anna esimerkki, joka osoittaa, että laajennuksessa määriteltä-
vät joukot eivät aina ole määriteltäviä alkuperäisessä mallissa.

(3) Oletetaan, että M1 on M:n laajennus, ja että aina, kun f tai R
on joukon L1\L funktio- tai relaatiosymboli, niin fM1 tai RM1

on määriteltävä M:ssä. Osoita, että tällöin jokainen M1:ssä
määriteltävä Mn:n osajouko on määriteltävä M:ssä.

6. Olkoon L aakkosto ja olkoon K kaikkien äärellisten L-mallien luok-
ka. Osoita, että K ei ole aksiomatisoituva ensimmäisen kertaluvun
logiikassa.


