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1. Olkoon f(x) = (π − |x|)2, |x| ≤ π.. Määrää f : n Fourier–sarja.

2. Edellistä tehtävää käyttäen laske sarjan
∞∑
n=1

1

n2

summa.

3. Olkoon DN luennoilla määritelty Dirichlet’n ydin. Olkoon edelleen

KN(x) =
1

N + 1

N∑
n=0

Dn(x).

Osoita, että

KN(x) =
1− cos((N + 1)x)

(N + 1)(1− cosx)
.

4. Okooon KN kuten yllä. Osoita, että KN(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [−π, π], ja
että ∫ π

−π
KN(x) dx = 2π.

Edelleen, osoita, että

KN(x) ≤ 2

(N + 1)(1− cos δ)
, jos 0 < δ ≤ |x| ≤ π.

5. Olkoon f : [−π, π]→ R jatkuva, 2π–periodinen funktio. Olkoon kuten
luennoilla

sN(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)einx,

ja määritellään aritmeettinen keskiarvo

σN(x) =
s0(x) + s1(x) + · · ·+ sN(x)

N + 1
.

Osoita, että

σN(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)KN(t) dt.

6. Edellistä tehtävää käyttäen osoita ns Fejérin lause: Kun N →∞, niin
σN(x)→ f(x) tasaisesti välillä [−π, π].


