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. Ratkaise Dirichlet-ongelma
Au(z,y) =0, 22 +19? < 1,
u(@,y) =y+y’ 2" +y* =L

. Todista, ettéd jokainen origokeskisessd a—séteisessd kiekossa harmoni-
nen, ei-negatiivinen funktio u toteuttaa ns. Harnackin—epayhtalon

Z;;u(o,()) <ulry) < 00,0, 0<r = Va1 7 <a
a—rTr

. Etsi joukossa {(z,); z* + y* > 4} harmoninen funktio u, jolle
u(z,y) =y, 2> +y* = 4,
ja
lim  w(z,y) =0.

|z +]y|—o0

. Médrad puolikiekon {(z,y); z*+y* < 1, y > 0} Dirichlet-Greenin funk-
tio.

. Olkoon D tason yksikkokiekko. Miris sen komplementin R2\ D Dirichlet—
Greenin funktio.

. Olkoon D tason C%-alue. Osoita, ettd alueen D Dirichlet—Greenin funk-
tio (Laplace—operaattorille) on symmetrinen, eli

G(z,y;€,m) = G n;7,y)

kaikilla (z,y), (§,n) € D, kun (z,y) # (£,n). Vihje: Tarkastele har-
monisia funktioita

v(o, 1) =Gl(o,1;2,y), w(o,7) = G(o,7;£,1m)

alueessa D\ {(z,y), (&,n)}, ja sovella Greenin kaavoja kuten luennoilla
esityskaavan todistuksessa.



