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Olkoon L elliptinen operaattori

Lφ = −
n∑

j,k=1

∂ja
jk∂kφ+

n∑
j=1

bj∂jφ+ cφ,

missä ajk, bj, c ∈ L∞(Ω). Tarkastelemme seuraavassa eri määritelmien järke-
vyyttä.

Määritelmä 1 Funktio u ∈ H1
0 (Ω) on reuna-arvo ongelman{
Lu = f

u|∂Ω = 0
(1)

heikko ratkaisu, jos kaikilla φ ∈ H1
0 (Ω)∫

Ω

(
n∑

j,k=1

ajk(∂ku)(∂jφ) +
n∑

j=1

bj(∂ju)φ+ cuφ

)
dx = 〈f, φ〉H−1×H1

0
.

Määritelmä 2 Jos u ∈ L2(Ω), niin sanomme, että w ∈ L2(Ω) on u:n heikko
derivaatta, ja merkitsemme Dju = w, jos kaikilla φ ∈ C∞0 (Ω) pätee∫

Ω

uDjφdx = −
∫

Ω

wφdx.

Määritelmä 3 Jos u ∈ L2(Ω), niin T = Dju ∈ H−1(Ω) on kuvaus

T : H1
0 (Ω)→ C

〈T, φ〉 = −
∫

Ω

uDjφdx.

1. Todista Lemma 2.7 todistuksen tapaan, että jos T : H1
0 (Ω) → C on

kuvaus

〈T, u〉 =

∫
Ω

f0udx−
n∑

j=1

∫
Ω

fjDjudx, (2)

1



missä fj ∈ L2(Ω), niin T on jatkuva, ja

‖T‖2
H−1(Ω) = inf{

n∑
j=0

‖fj‖2
L2(Ω) | T toteuttaa (2):n funktioilla fj ∈ L2(Ω)}

2. Osoita, että jos u ∈ H1(Ω) (huom: ei välttämättä u ∈ H1
0 (Ω)), niin

määritelmien 2 ja 3 perusteella Lu ∈ H−1(Ω) on hyvin määritelty ja
on olemassa C > 0 s.e.

‖Lu‖H−1(Ω) ≤ C ‖u‖H1(Ω) .

3. Osoita, että jos u ∈ H1
0 (Ω) on yhtälön (1) heikko ratkaisu, niin määrit-

telemällä Lu kuten tehtävässä 2 pätee Lu = f .

Lisäksi, käyttämällä tulosta

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω)|Tru = 0},

joka pätee C1 alueille Ω [Renardy, Rogers. Thm. 7.41], osoita, että
u ∈ H1(Ω) on yhtälön (1) heikko ratkaisu, jos ja vain jos Lu = f ja
Tru = 0.

4. Osoita, että identtinen kuvaus Hilbert-avaruudessa H,

I : H → H

x 7→ x

on kompakti, jos ja vain jos dimH <∞.
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