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6. LINEAARISET OPERAATTORIT

Luvussa 5 osoitimme, ettéi jos f € L2, niin vastaavan Fourier-sarjan osasummat
suppenevat kohti f:44 L2-normissa (kts. Seuraus 5.8 sivulla 85). Osoitimme
myos, ettd kun f on jatkuva ja 2m-periodinen funktio, niin Fourier-osasummien
aritmeettiset keskiarvot suppenevat tasaisesti kohti funktiota f (kts. Fejérin
lause 5.4 sivulla 81). Koska nélkd vain kasvaa sytdessé, niin voimme miettia
uusia luontevia Fourier-sarjoihin liittyvia kysymyksia:

Kysymys 1: Suppeneeko Fourier-sarja L'-normissa, jos f on L-funktio ?
Kysymys 2: Suppeneeko jatkuvan funktion Fourier-sarja pisteittdin 7 Eli jos

f € C(0,2m) ja f(0) = f(2m), onko
fla) = lim Y F(k)e™ = lim S,(f;x) kaikilla 2?
k=—n

Néiden kysymysten ratkaisemiseksi meidén on tutkittava Fourier-osasummien
Sy(f; ) ominaisuuksia lineaarisena operaattorina f — S,(f; -). Itse asiassa,
jatkuvan lineaarikuvauksen késite on funktionaalianalyysin keskeisié peruské-
sitteitéd. Palautetaan lyhyesti mieleen kurssin alkupuolella jo esitellyt lineaariset
operaattorit.

Olkoon E ja F vektoriavaruuksia. Kuvaus T': ' — F on lineaarinen, jos
T(ax + By) = aTx + [Ty

kun x,y € F ja a, 3 € K. Lineaarisesta kuvauksesta kéiytetdan usein nimitysta
lineaarinen operaattori; nédin erityisesti siind tapauksessa, ettd T' on jatkuva.
Luvussa 2 késittelimme jo lineaaristen operaattoreiden jatkuvuutta (kts.
Maéritelmé 2.24 sivulla 22 ja Lause 2.30 sivulla 24). Lisdksi osoitimme, et-
td lineaarikuvaus T' on jatkuva jos ja vain jos sen operaattorinormi ||7"|| on

ddrellinen. Lineaarikuvauksen 7': I/ — F' operaattorinormihan méériteltiin

1T = sup | Tz ||r,
r€BE

missd Bg = {x € F : ||z]| < 1} on avaruuden E suljettu yksikkopallo.
Nyt ryhdymme tarkastelemaan operaattoreiden itsensd muodostamia ava-
ruuksia. Tatd varten otamme kayttoon muutaman uuden merkinnédn. Olkoon

E ja F normiavaruuksia. Asetamme

L(E,F)={T: E — F|T on lineaarikuvaus},

Z(E,F)={T: E — F|T on jatkuva lineaarikuvaus},
ja erityisesti, kun F' = FE, merkitsemme .Z(F) = Z(F, E). Nyt osoittautuu,
ettd jatkuvat lineaariset operaattorit muodostavat normiavaruuden, kun nor-

miksi valitaan operaattorinormi.
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6.1. Lause. Olkoot E ja F normiavaruuksia, joissa skalaarikuntana on K. Tdl-
loin Z(E, F) on K-kertoiminen normiavaruus, jossa normina on operaattori-

normi

T—|T|:=suwpf{|Tz|pr: z€E [z]p<1}.
Todistus. Jos S,T € L(E, F'), niin vastaava summaoperaattori on
(S+T)(z)=5Sx+Tz, ze€k.

Kuvaus V' = S+7T on lineaarinen kuvaus £ — F,silla josz,y € Fjaa,f € K,

niin
V(az + By) = S(az + By) + T(ax + By)
= aSz + Sy +aTx+ Ty
= a(Sz+Tx)+ (Sy + Ty)
= aV(z) + 6V(y)
Samoin kuvaus ¢S on lineaarinen £ — F, kun (¢S)(z) = ¢Sz, x € FE ja

¢ € K. Toteamme siis, ettd L(E, F') on vektoriavaruus, kun nolla-alkiona on
nollakuvaus 0(z) = O kaikilla z € F.

Néytamme seuraavaksi, ettd Z(F, F') on avaruuden L(FE, F') vektorialiava-
ruus ja kuvaus 7'+ || T"|| on normi vektoriavaruudessa .Z(E, F'). Tamén néyt-
tamiseksi kdydédan 14pi normin aksiomat:

(N1) Olkoon S, T € Z(E,F) jax € Bp = {z € E : |z| < 1}. Téllsin

soveltamalla kolmioepédyhtélod avaruudessa F' saadaan, ettd
[(S+T)xllr=Se+Tz|r < | Szlr+ | Tellr <[ S|+ T
silla ||« || < 1. Siis

| S+T| = Sequll (S+Dx|er<|SI+IT]-
z€BE

Erityisesti, operaattori S + 7" on jatkuva, eli S+ T € Z(E, F).
(N2) Olkoon ¢ € K ja z € Bg. Télloin || cTx ||p = |c||| Tz ||r, joten

||| =sup{ ||cTz||r: € Bg}=|c|sup{ || Tz|r: € Bg }
= [e[ 1T
Erityisesti ¢I" € Z(E, F). Nyt yhdessd edellisen kohdan (N1) kanssa téstd
seuraa, ettd Z(F, F') on vektoriavaruuden L(E, F') vektorialiavaruus.
(N3) Operaattorinormin positiivisuus on selva. Jos || T'|| = 0, niin || Tz ||p =
0 kaikilla x € E eli Te = 0p kaikilla + € E. Siispd T = 0, missd 0 on
nollaoperaattori, joka on avaruuden L(F, F') nolla-alkio. Kddnteinen suunta on

selva.
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Siispa (Z(F, F),||-||) on normiavaruus. O

Tutkimme seuraavaksi, milloin avaruus Z(F, F') on Banachin avaruus eli
taydellinen operaattorinormissa. Tété varten meidén on pohdittava hiukan eri-
laisia operaattoreihin liittyvid suppenemiskésitteitd. Koska lineaariset operaat-
torit ovat kuvauksia, voimme puhua niiden pisteittiisestd suppenemisesta. Siis
jos E ja F normiavaruuksia ja A C FE osajoukko, niin sanomme ettd jono
(fn) kuvauksia f,: A — F suppenee pisteittiin joukossa A kohti kuvausta
f:A— F, jos

lim f,(x) = f(z) kaikilla x € A.

Havaitsemme, ettéd pisteittdinen suppeneminen siilyttdd lineaarisuuden eli

lineaaristen kuvausten pisteittdinen raja on myos lineaarinen kuvaus.

6.2. Lause. Olkoot E ja F normiavaruuksia ja (T,,) C L(E, F') jono lineaariku-
vauksia, jotka suppenevat pisteittiin E:ssd kohti kuvausta T: E — F. Tdlloin

T € L(E, F).

Todistus. Suoraan laskemalla

T(A\x + py) = lim T,(A\x + py) = lim (\T,z + uT,y)

n—oo

= Nl'x + uTy.
O

Seuraavaksi herdd kysymys, sdilyyko lineaarisen kuvauksen jatkuvuuskin pis-
teittéisessd suppenemisessa 7 Vastaus on yleisessé tapauksessa kielteinen, kuten

seuraava esimerkki osoittaa.

6.3. Esimerkki. Olkoon P = { z : z on R-kertoiminen polynomi } ja || z || =

SUPg<s<;|2(t)], kun = € P. Madrittemme jokaisella n € N kuvauksen

Tox=n(z(1) —z(1 - 1)).

n

Talléin T,, : P — R on lineaarinen ja T, € Z(P,R), silld [z(1)],|z(1 — )| <

| z ||oo, joten || Thx || < 2n|| 2 ||oo. Siispa || T, || < 2n. Toisaalta

1) — (11
lim 7,z = lim z(l) 31:( ) =2'(1),

joten jono (T,) suppenee pisteittdin kohti kuvausta 7: P — R, missd = —
2'(1). Kuitenkaan kuvaus 7" ei ole jatkuva: jos z,(t) = ", niin ||z, ||o= 1 ja

|Tx,| = |z, (1)| = n, joten || T| > sup|Tz,| = .
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Siis normiavaruuden jatkuvien lineaarikuvausten pisteittdinen raja ei valtté-

méttéd olekaan jatkuva. (Ehké yllattden, tdydellisyys pelastaa tilanteen, kuten

tulemme nikemédn luvussa 7 kiyttdmalld tasaisen rajoituksen periaatetta.)
Palaamme nyt lyhyen pisteittdisen suppenemisen tarkastelun jalkeen ope-

raattorinormin madradmadn suppenemiseen.

6.4. Mairitelméa. Jos (T),)neny C Z(E,F) ja T € Z(FE, F), niin sanomme,
ettd jono (T},) suppenee kohti operaattoria T operaattorinormin mielessd (eli
tasaisesti), jos

Jim || T, T = 0.

Téalloin merkitsemme 7}, — T kun n — oo, tai lim,, .o 1, =T

Huomautus. Jos T, — T operattorinormin mielessd kun n — oo, niin 7,

suppenee myos pisteittdin kohti operaattoria T, silld kaikilla x € F pétee
[T =T || = [[(T, =T || < [|Tw =T | ] =0,

kun n — oc.

Kadnteinen viite ei kuitenkaan pida paikkaansa.

6.5. Esimerkki. Miérittelemme lineaarikuvaukset 7),: (% — ¢! asettaen

Tnx = (07 s aOa Tny Tty g2y - - - )a
——
n—1 kpl

kun z = (2,)22, € ¢! jan € N. Tillsin

o0

oo
1T =) okl < il = [ 2 1,
=n k=0

k
kun x € (', joten kuvaukset T), ovat jatkuvia ja || T}, || < 1. Edelleen, T,,(z) — 0
kaikilla 2 € ¢* eli T, — 0 pisteittdin (nimittédin: [|T,z[1 = > p, |2x] — 0 kun
n — oo kaikilla z = (x,) € £%).
Kuitenkaan jono (7;,) ei suppene operaattorinormin mielessé kohti nollaope-

raattoria: Jos

en=(0,...,0,1,0,0,...) € {*,
——
n—1 kpl
niin T,e, = e, ja siis || Te, [[1= || en [[1= 1, joten || T}, || = 1 kaikilla n € N.

Olemme jo todenneet, ettd jatkuvien lineaaristen operaattoreiden pisteittai-
nen suppeneminen ei takaa jatkuvuutta. Suppeneminen normin suhteen muut-
taa tilanteen, kuten seuraava tulos osoittaa. Lisdksi, seuraavan keskeisen tu-
loksen avulla voimme rakentaa uusia Banachin avaruuksia ldhtien tunnetuista

avaruuksista.
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6.6. Lause. Jos E' on normiavaruus ja F' on Banachin avaruus, niin £ (E, F')

on Banachin avaruus varustettuna operaattorinormilla || - ||.

Todistus. Olkoon (7},) Cauchyn jono avaruudessa .Z(FE, F') ja x € E. Télloin
[Tz = Tz || = | (Tn = To)z || < (| To = T [[ 1 2,

kun n,m € N, joten jono (7,,x) on Cauchy avaruudessa F'. Koska F' on téydel-

linen, niin jono (7,z) suppenee ja merkitdéin téitd rajaa

Tz = lim T,x.

Siispa jono (7T;,) suppenee kohti kuvausta 7" pisteittiin, joten Lauseen 6.2 si-
vulla 104 nojalla T" on lineaarikuvaus £ — F'.

Viite. T € Z(E,F) ja ||T — T,|| — 0 kun n — oo.

Olkoon ¢ > 0. Koska (7,,) on Cauchyn jono avaruudessa .Z(FE, F'), niin on
olemassa sellainen ng € N, ettd aina kun n,m > ng, niin || T,, — T, || < €. Jos

z € F ja| x| <1, niin silloin
| Tor — Tz ||p = [[(To = Tw)z lp < | T = T [ 2 lle < | T =T | < €.

Pitamalld piste z € E ja luku n € N kiinteinéd ja antamalla luvun m kasvaa

rajatta tésté seuraa, etté
| Twx —Tx||p= lim || Tyx —Thz|r <e,
m—0oo
jasiis || (T, — Tz ||r < € aina, kun n > ng ja © € Bg. Niin ollen kuvaus
T, — T on jatkuva, joten myos
T="T,— (T,—-T)
on jatkuva. Operaattorinormin mééritelmén ja viimeisimmén arvion nojalla
T, =Tl <e,

kun n > ny, joten jono (7)) siis suppenee avaruudessa (Z(E, F), || -||). Siispa
(Z(E,F),|-||) on tdaydellinen. O

Operaattorien avaruuksissa on myos algebrallista rakennetta, silld voimme
maédritelld operaattoritulon yhdistettynéd kuvauksina. Seuraava lause sanoo sa-

man formaalimmin.

6.7. Lause. Olkoot E, F ja G normiavaruuksia. Olkoot T € L (E,F) ja S €
Z(F,G) rajoitettuja lineaarisia operaattoreita. Silloin yhdistetty kuvaus ST =
SoT e Z(E,G) ja

ST <I[SIITI

(siis operattorinormi on submultiplikatiivinen).
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Todistus. Jatkuvien kuvausten yhdiste on jatkuva ja myos lineaaristen kuvaus-
ten yhdiste on lineaarinen. Siispd ST € Z(E,G). Jos ¢ € E ja ||z| < 1,
niin

[5Tx |le =1 S(Tx)lle < | STz |z < [S|IT]
jasiis | ST < ST O

Huomautus. Banachin avaruutta E sanotaan Banachin algebraksi, jos avaruu-
den FE alkioille on méiritelty tulo £ x E — FE; (x,y) — xy, joka toteuttaa
seuraavan ehdon:
lzyl| <llz|llyl, Vz,yekFE,
seka lisdksi algebran ehdot: (seuraavassa x,y,z € F ja A € K)
x(yz) = (xy)z, (tulon assosiatiivisuus),
x(y+z)=xy+zz, (x+y)z=2xz+yz, (osittelulait) ja
(A\x)y = AMzy) = x(A\y), (skaalarilla kertomisen ja tulon yhteys)

6.8. Esimerkki. (1) Lauseiden 6.6 ja 6.7 nojalla Z(F) on Banachin algebra,
kun £ on Banachin avaruus, normina on operaattorinormi ja tulona ST on
kuvausten yhdistdminen.

(2) Jos X on kompakti avaruus, niin C'(X) on Banachin algebra, kun normina
on |- |l ja tulona (fg)(z) = f(z)g(z), = € X.

6.9. Lause. Olkoon E,F normiavaruuksia ja T: E — F' lineaarinen bijektio.

Télloin T~ on lineaarinen ja
(6.10) T7' jatkuva <= on olemassa a > 0, jolle | Tx| > a||z||, z € E

(eli lineaarikuvaus T on alhaalta rajoitettu).
Todistus. Jos x,y € F ja A\, u € K| niin
TOT '+ pT 7l y) = ANTT "o+ pTT 'y = Ao+ py = T (T~ Az + py)).

Koska T on bijektio, niin tdsti seuraa, ettd ATtz + puTty = T ( Az + py).
Siispd 7! on lineaarinen. Osoitetaan seuraavaksi (6.10).

"=": Koska T~'z = 0 joss z = 0, niin voidaan olettaa F # {0} ja F' # {0}.
Talloin on siis olemassa zo € F', xg # 0, jolloin

T—l
o< T 20l ypory,
EX

Siispd 0 < || T71 || < oo, joten luku 1/|| 77! || on hyvin mééritelty. Jos z € F
on mielivaltainen, niin ||z || = || T7'Tz || < || T~ ||| T ||, joten
1

() - el <M Tz, =€ B
IT=4]]



108 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI
Voidaan siis valita o = || T~ ||~*
7<": Oletetaan, ettéd | Tz || > «f| z || kaikilla z € E. Jos y € F' on mielival-

, josta seuraa vaitteen tdmé suunta.

tainen, niin olkoon x = T~ 'y. Silloin Tz = y ja oletuksen perusteella
_ 1 1
1Tyl =llell < =Tzl = =]yl
a a

joka on voimassa kaikillay € F. Siispé || 77! || < 1/a < oo (eli T~! on jatkuva).
0J

6.11. Seuraus. Olkoot E, F' normiavaruuksia ja T: E — F lineaarinen bijek-
tio. Silloin T on homeomorfismi jos ja vain jos on olemassa sellaiset vakiot
a, 3 >0, joille

(6.12) affz | < | Tx| < 5| x|l

kaikilla x € E.

Todistus. Tamé seuraa valittomésti Lauseesta 2.30 sivulla 24 ja Lauseesta 6.9.
OJ

6.13. Huomautus. Jos T' € Z(FE, F) toteuttaa Seurauksen 6.11 ehdot (6.12),
niin sanomme, ettd 1" on lineaarinen isomorfismi ja ettd avaruudet E ja F' ovat

isomorfiset.

6.14. Lause. Olkoot E ja F normiavaruuksia sekd T € £ (FE, F) isomorfismi.

Silloin E on tdydellinen jos ja vain jos F' on tdydellinen.

Todistus. Symmetrian mukaan riittaé osoittaa viite vain toiseen suuntaan. Ole-
tetaan siis, ettd E on tdydellinen. Olkoon (x,),en Cauchyn jono avaruudessa
F. Silloin

1T 20 = T 2 | < | T 20 — 2w ||, n,meEN,

ja siis (T7'z,)neny on Cauchyn jono avaruudessa E. Koska E on téydellinen,

niin 7'z, — y € F kun n — oo, ja

lzn =Tyl = | T(T @0) = Ty | < | TN T 20—y || =0,

kun n — oo. Taten myos F' on taydellinen. O
Jos normit ||-||; ja |||z ovat ekvivalentteja FE:ssé (kts. Mééritelma 2.11
sivulla 14), niin Lauseen 6.14 nojalla (E, || -||1) on tdydellinen jos ja vain jos

(E,||-]l2) on taydellinen.

6.15. Esimerkki. (a) Jos (an)nez € 7 ja X; on vilin I karakteristinen funktio,

niin kuvaus

T: (an>n€Z — Z anX[n,n+1) (SL’)

nez
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madrad isomorfismin 7: # — E, missd F = span{X[n ni1) ST E Z} on ava-
ruuden LP(R) suljettu aliavaruus. Itse asiassa, 1" on isometria eli || Tz || prm) =
|| 2 ||¢r, koska

/]R | Z a”X[n,n+1)<$)|p do = Z |a|?.

neZ nez

(b) Osoitamme, ettéd jonoavaruus ¢ = {(x,) : lim,, z,, olemassa} on isomorfinen
avaruuden ¢y kanssa (molemmissa sup-normi |||/, = sup,, |€,|).

Jos © = (x,) € ¢, niin merkitddn ((z) = lim, z,,. Madritelldadn T : ¢ — ¢
asettamalla T'(z,,) = (yn), missd y; = £(x) ja y, = Tp,_1 — £(x) kun n > 2.

Télloin T'(z,,) € ¢ ja T on lineaarinen kuvaus ¢ — ¢o (tarkistal). Liséksi

[T < sup || + [6(x)] < 2[|2,

joten T' on jatkuva (ja ||T'|| < 2). Méaritellddn seuraavaksi S : ¢y — ¢ ehdolla
S(xn) = (Tps1 + T1)nen kun (x,) € ¢p. Talloin S on lineaarikuvaus ¢y — ¢, ja

15l = sup |2n11 + 21| < 2/[|o,
n

eli myos ||S]| < 2. Lisdksi 70 S = id,, ja S oT = id,, joten T on bijektio (ja
S =T~'). Nimittiin,

T(S(xn)) = T((Tn41 + T1)nen) = (x1, 22 + 21 — 21, T3 + 21 — 21,...) = ()

kaikilla (x,) € ¢g. Yhtdlo S o T' = id. todetaan samoin.

(¢) [Lisdtietoja] Jos p # g, niin ¢ ei ole isomorfinen avaruuden ¢ kanssa (to-
distus sivuutetaan). Samoin avaruus LP on isomorfinen avaruuden L? kanssa
<= p = q. Jonoavaruus ¢? on isomorfinen er#in avaruuden L4 suljetun aliava-
ruuden kanssa, jos ¢ > 2. Mutta jos ¢ < 2, niin tdma ei pade. Naiden todistuk-
set ovat epiétriviaaleja ja sivuutetaan. Liséksi jokainen separoituva Banachin
avaruus E on isomorfinen avaruuden C(0, 1) suljetun aliavaruuden kanssa (ja

taménkin todistus sivuutetaan).
(d) Sturmin-Liouvillen yhtéloiden yhteydessé tarkastelimme tavallisen normin

1/2

171 = ([ Q7@ + 157 ae)

lisdksi my6s normia

171 = ([ 0r@Pp) + 5Pa) ar)

missd 0 < 0 < p,qg < M < oo. Silloin osoitimme, etté

VoIl < I flle < VM f llm
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ja siten || ||z ja || - ||p midrdiviiat avaruuteen H' saman topologian ja mo-

lemmat normit ovat tédydellisia.

Todistamme seuraavaksi hyodyllisen laajennusominaisuuden jatkuville ope-

raattoreille.

6.16. Lause. Olkoon E normiavaruus, ' Banachin avaruus, M C E vektoria-
liavaruus (jota ei oleteta suljetuksi) sekd T: M — F jatkuva lineaarikuvaus.

Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen jatkuva lineaarikuvaus T:M — F, jolle
Tz =Tz kaikilla z € M ja | T = || T

Todistus. Olkoon z € M. Tallsin 16ytyy sellainen jono (z,) C M, jolle z =
lim x,,. Jos p,q € N, saadaan

[Ty —Txg || = | T(xp —x) [| < [T [ 2p — 24 ],

joten (T'x,) C F on Cauchyn jono. Koska F' on Banachin avaruus, niin jonolla
(T'x,,)nen on raja-arvo TzeF (edelld Tz on vain merkinté, joka sanoo, etté
raja-arvo riippunee pisteesti z). Havaitaan, ettd timé raja-arvo on riippumaton
jonon (z,) valinnasta. Nimittdin, olkoon (y,) C M toinen jono jolle myds
z = lim, y,. Toistamalla edellinen péittely jonolle (y,) loydetddn raja-alkio
y = lim, Ty, € F. Koska ||z, — yn || — |2 — 2| = 0, niin kuvauksen T
jatkuvuuden nojalla

0= lim T(z, — y,) = lim Tz, — lim Ty, = Tz — Y.

n—oQ

Siispd y = Tz. Piittelemme tasté, ettd raja-arvo

Tz= lim Tx,

n—oo

riippuu vain pisteestd z € M eiki lainkaan approksimoivan jonon valinnasta.
Nyt siis 7 on kuvaus M — F. Jos z € M ja x,, = z kaikilla n € N, niin

A~

Tz= lim Tz, =Tz,

n—oo

joten T on kuvauksen T laajennus.
Osoitetaan seuraavaksi, etté T on lineaarinen kuvaus M — F. Olkoon xr,y €
M ja o € K. Valitaan sellaiset jonot (z,) C M, (y,) C M, ettd
lim z, =z ja lim y, =yv.
Té&ll6in myds jono (2,) = (x,+ay,) C M ja tdméi jono suppenee kohti vektoria
x + ay. Siispa alkuosan perusteella

T\(x +ay) = lim T(z, + ay,) = lim Tz, + lim oTy, = T + oﬂ/“\y.

n—oo
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Edellisessa kédytimme operaattorin 7' lineaarisuutta seké kolmioepayhtaloa sii-
hen, ettéd raja-arvon voi jakaa kahteen osaan. Edellinen lasku siis osoittaa, etta
T on lineaarinen.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd | T || = || T'||. Jos z € M, niin valitaan sellainen
jono (z,)neny C M, ettd z = lim,, ,,. Téll6in

Tz= lim Tx,.
n—oo

Koska || Tz, || < || T|||| zn || kaikillan € N ja kolmioepayhtélon nojalla || z,, || —

|| z ||, niin
| T2l = lim || T || < limn |7 [l | = | 712
joten T on jatkuva ja || f|| < || T||- Toisaalta, jos z € M, niin
I Tz =1T=l <IT Il =1

joten myos || T|| < || T'||.
Vield on osoitettava kuvauksen T yksikésitteisyys. Olettakaamme, ettd S on
jatkuva lineaarinen kuvaus M — F, jolle Sz = Tz kaikilla z € M. Koska

kuvaus S — T on jatkuva M — F, niin jokaisella z € M on voimassa

Sz —Tz= lim Sz, —Tx, =0,

n—od

kunhan (z,)ney € M on jono, jolle z,, — z kun n — oo. Siispd S = T kaikilla
z € M ja kuvaus T on siten yksikésitteinen. O

Lause 6.16 on erés lineaarioperaattoreiden filosofian kulmakivistéa. Esimerk-

kina tarkastellaan Fourier-muunnosta.

6.17. Esimerkki. Jos f € L'(R) on integroituva ja k € R, asetetaan

(F) Flk) = \/% / f(z)e ™ dz (funktion f Fourier-muunnos)
R

Koska |f(z)e~**| = |f(z)], kun z,k € R, on yll4 mainittu integraali hyvin
médritelty kaikilla f € L'(R). Koska Fourier-sarjojen L*-teoria on kaikkein
toimivin (luku 5), haluaisimme mééritelld Fourier-muunnoksen myos kaikille
[ € L*(R).
Ongelma: L*(R) ¢ L'(R), joten (F):ssa oleva integraali ei ole mééritelty kaikil-
la f € L*(R) (esimerkiksi funktio f(z) = min{1,|z|™'} kuuluu L*(R)\ L*(R)).
Mik4 neuvoksi ?

Ratkaisu: Oletetaan aluksi, etté f € L'(R)NL*(R). T#lloin voidaan todistaa
(el kuitenkaan tehdé téssd) Parsevalin identiteetin vastine

/ T 1F )Pk = / Cl@Pde, fe L'R) N IA(R).

o0
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Toisin sanoen, kun M = LY(R) N L2(R) C L2(R), niin kuvaus T : f — f on
lineaarinen isometria || - |[|—normissa. Lauseen 6.16 nojalla kuvaus 7' laajenee
jatkuvaksi lineaarioperaattoriksi M — L?(R), missi itse asiassa M = L?(R).
Né&in Fourier-muunnos ]?saadaan midriteltyd kaikille f € L?(R).

Nimittéin, jos f € L*(R), niin FX(nm) € L'(R) N L*(R) kaikilla n > 0. Le-
besguen dominoidun suppenemisen lause implikoi, etté || f X(nm 2w —
0, kun n — oo, joten siis M = L?*(R). Yo. médrittelyprosessi voidaan kuvata
my6s konkreettisemmin. Jos f € L?(R), niin edelli dominoidun konvergenssin
ja Lauseen 6.16 nojalla (yksikéisitteisyys!) saadaan

f(k) = lim — f( )e ™% dz  kaikilla f € L*(R).

n—oo 2m _n
NEUMANNIN SARJA

Jos E on Banachin avaruus, T' € Z(F) ja on olemassa jatkuva kéénteis-
kuvaus 77! € Z(E), sanomme usein, ettd T on kddntyvdi (isomorfismin si-
jasta). Seuraavalla sovelluksissa hyodylliselld menetelméllé, eli niin sanottulla
Neumannin sarjalla, pystymme useissa tilanteissa selvittdméaan operaattorin
kisntyvyyden ja jopa laskemaan kiinteisoperaattorin 7!, Merkitsemme ava-
ruuden FE identtistd operaattoria I = idg, siis [z = z kaikilla z € F. Edelleen
operaattorin T iteraatteja merkitsemme 7° = [, T* = ToT o---o T (k kap-
paletta).

6.18. Lause (Neumannin sarja). Olkoon E Banachin avaruus ja T € Z£(E)

jatkuva lineaarikuvaus. Jos || T || < 1, niin operaattori I — T on kddntyvd ja

(I—T)" ZTk—I+T+T2+
k=0

missd yo. sarja on absoluuttisesti suppeneva avaruudessa L (E).

Todistus. Lauseen 6.7 nojalla || T% || < || T ||¥ jokaisella k € N. Nyt

[e.e] [e.e]
AT <Y NTIF < oo,
k=0 k=0

miké suppenee, silld || 7] < 1 ja oikean puoleisin sarja on geometrinen sarja.
Koska .Z(F) on Banachin avaruus (Lause 6.6), niin Lauseen 3.22 sivulla 36

nojalla sarja

S=lim S, = llmZTkGZ( )

n—oo n—oo

suppenee. Tarkastellaan nyt osasummia Sn. Koska

(I-T)S,=I+T+ - 4+T"—(T+T°+- - +T"")=1-T""" =5,(I-T),
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niin | (I —T7)S, —I|| <||T]"" — 0, kun n — oo eli rajalla (I —T)S = 1.
Vastaavasti ndhdaéan, ettd S(I —T) = I, eli S on operaattorin I — T kéénteiso-
peraattori. (Huomaa, ettd tulokuvaukset U +— UV ja U — VU ovat jatkuvia
Lauseen 6.7 nojalla, kun V' on kiinted jatkuva operaattori.) 0

6.19. Esimerkki. Palaamme jo johdantoluvussa sekd Banachin kiintopiste-
lauseen yhteydessé tarkastelemaamme esimerkkiin (kts. Esimerkki 3.40 sivul-
la 49) eli tarkastelemme integraaliyht&lod

(+) f) + / Ko, 0)f(f)dt = gla), =€ [0,1],

missd K € C([0,1] x [0,1]) on jatkuva ja || K || < 1. Osoitamme nyt kéyt-
tamélla Neumannin sarjaa, ettd jos g € C(0,1), niin télloin yhtalolla (%) on
yksikésitteinen ratkaisu f € C'(0,1). Asetetaan

= /1 K(z,t)f(t)dt, z€[0,1], f€C(0,1).

Olemme jo osoittaneet, ettd T' € £ (C(0,1)) ja || T'|| < || K [|co< 1. Nyt voim-
me soveltaa Neumannin sarjaa operaattoriin —7', silld || -T'|| = ||T] < 1.
Siispa operaattori I +7T = I — (=T) on kddntyvi, joten kirjoittamalla yhtlo
(%) operaattorimuodossa ja kiayttamélla operaattorin I + T kadntyvyytta seka

Neumannin sarjaa saamme

[e.9]

I+TD)f=g < f=(I+T)"g=) (-T
k=0

Sivutuotteena konstruoimme ratkaisun f € C(0,1) sarjana. (Saatua sarjaa

kannattaa verrata Banachin kiintopistelauseen antamaan konstruktioon, vrt.
Esimerkki 3.40.)

Koska kédntyvyys on algebrallinen ominaisuus, niin kadéntyvit operaatto-
rit muodostavat ryhmén kaikkien jatkuvien operaattoreiden joukossa. Taméa

seuraa seuraavasta huomiosta.

Huomautus. Jos S,T € L (F) ja molemmat ovat kdidntyvid, niin yhdistetty
kuvaus ST on kddntyvi ja (ST)™' = T-1S7!, koska STT'S™1 =551 =1
ja T 1S IS8T =TT = 1.

Neumannin sarjan avulla voimme myos tarkastella, minkélainen joukko kaén-

tyvien operaattereiden joukko on topologisessa mielessé.

6.20. Lause. Olkoon E Banachin avaruus. Tédlldin
(i) jos T € ZL(E) on kddintyvd ja S € £ (F) toteuttaa arvion || S|| < || T},

niin talloin T — S on kdantyva.
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(i1) kddntyvien operaattorien joukko { T € ZL(F): T kddntyvd } muodostaa

avoimen ryhmdn avaruudessa L (E) operaattorintulon suhteen.

Todistus. Koska T € Z(FE) on kadntyvi, niin erotus 7' — S voidaan esittda
tulona T'— S = T(I — T~'S). Oletuksen ja Lauseen 6.18 nojalla || 7715 <
IT71IIS]| < 1, joten Neumannin sarjan nojalla operaattori I — 7S on
kddntyva. Siispd edellisen huomautuksen nojalla myos operaattoritulo T'(1 —
T71S) = T — S on kiéintyvid. TAmi osoittaa véitteen (7). Kohta (ii) seuraa
nyt edellisestd huomiosta, ettd kdantyvét operaattorit muodostavat ryhmén ja

kohdasta (i), jonka nojalla kdéntyvien operaattorien joukko on avoin. O



