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Merkinnat

N luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,...}

Z kokonaislukujen joukko, ddretén syklinen ryhmé

Z,  p-adiset kokonaisluvut, huom. ei &érellinen syklinen ryhmaé!
Z,  merkinté, jota télla kurssilla ei saa kiyttaa

C, n:m alkion syklinen ryhméa

Vi Kleinin neliryhmé =2 Cy x Cs

S, n:n alkion symmetrinen ryhmé

A, alternoiva (vaihtuva) ryhmé

Dy, diedriryhma, n-kulmion symmetriaryhmé

@, kvarternioniryhmé



2 Alkusanat

Ryhmaéteoria voidaan tiivistdd sanomalla, ettd se on symmetrioiden mate-
maattista tutkimista. T&lla ei tarkoiteta yksinomaan kadunmiehen késitysté
siitéd, ettd joku esine on symmetrinen, jos sille voidaan piirtda symmetria-
akseli niin, ettd kumpikin puoli nayttéaa toistensa peilikuvilta, kuten nyt esi-
merkiksi mustelaikkatestin kuvat. Peilisymmetria on tietysti yksi symmetrian
laji, mutta ei ainoa symmetriatyyppi. Esimerkiksi lumihiutale on symmetri-
nen. On totta, etta siind on kuusi symmetria-akselia, joiden ympéri lumihiu-
tale voidaan peilata itselleen, mutta koska lumihiutale on taydellinen saan-
nollinen kuusikulmio, on silld my6s kiertosymmetrioita, itseasiassa yhteensé
kuusi kappaletta. Kuusi? Miten niin kuusi? Sita voidaan kiertaa n x = /3 radi-
aania,n = 1,...5,6, mutta 67 /3 = 27 eiké se oikeastaan ole kierto. Sovimme
kuitenkin, ettd tdmé& on neutraalikierto, ja ekvivalentti sen kanssa, etta lu-
mihiutale nostetaan tasosta (ja toivotaan ettei se sula téssé kisittelyssd) ja
lasketaan tasolle samaan asentoon. Oikeastaan ryhméteoria ei itsessidén ole
symmetrioita, vaan se kuvaa symmetrisié toimintoja. Musteldikén tapaukses-
sa, se kuvasi peilaustoimintaa. Ja lumihiutaleen tapauksessa nostoja ja kier-
toja peilausten lisdksi. Ryhméteoriassa ryhmé itse ja sen toiminnat — ylla
olevassa tapauksessa kaksiuloitteisessa avaruudessa — ovat erottamattomasti
yhteydessa toisiinsa. Kahdessa ulottuvuudessa ja toisinaan kolmessakin, pys-
tymme vield ndkeméan, ellemme itse ryhméé, ainakin sen toiminnat, esimer-
kiksi lineaarikuvaukset tasolla. Kun ulottuvuuksia on enemmén kuin kolme,
on syytd turvautua algebralliseen merkintdtapaan, silla ihmismieli ei pys-
ty endd hahmottamaan néitd symmetrioita geometrisesti. Symmetrioita on
siis ndkyvia etta abstrakteja ndkymattomiéd. Vaikka ryhméteoria tuntuisikin
kuivalta algebralta, joka seuraa neljésté tylsdstd aksioomasta, se ei ole sité.
Jotenkin ryhméteoria on samantyyppinen kuin esimerkiksi elliptiset kayrat.
Jostain syystd genus ykkosen kdyrilla on tavattoman rikas teoria, jota ei ole
muun genuksen kiyrilld. Samaan tapaan myos monistot kolmessa ulottuvuu-
dessa ovat valtavan paljon mielenkiintoisempia kuin monistot kahdessa, tai
neljaa korkeammissa ulottuvuuksissa. Ryhmilla on siis tarpeeksi rakennetta
olla mielenkiintoisia tavalla, jota yhtéélta esimerkiksi puoliryhmét (joukko,
jossa on liitdnndinen operaatio) tai monoidi (joukko, jossa on liitdnndinen
operaatio sekd ykkosalkio) eivét ole. Yksinkertaisesti liian vihét aksioomat
tuottavat tylsyytta. Toisaalta kuntien teoria on hyvin paljon paremmin ym-
marretty kuin ryhmien. Kunnan maéaéritelméssad on enemmaéan aksioomia ja
ne tuottavat rajoitetumpia rakenteita — vaikka on kunnissa myos hyvin vil-
leja lukuteoreetikkojen tuottamia esimerkkeja. Toisaalta ndma villit kunnat
tuottavat myds villeja ryhmiéd, joten ehkd ryhméteoreetikot olivat tassdkin
yhteydessé asialla ensin. Taméa yhteys tulee tietysti Galois’n teorian kautta.



Talla kurssilla saatamme péaédsta Galois’n teorian kautta tutkimaan proéé-
rellisid ryhmié, jos osanottajat hallitsevat Galois'n teorian perusteet, mutta
kuten jokaisella ryhméteorian peruskurssilla, aloitamme pienistéd adérellisisté
ryhmistd ja erityisesti tutustumme esimerkkeihin, jotka ovat epdkommuta-
tiivisia. Kun ryhmén kertaluku on pieni, seuraa naista neljastd aksioomas-
ta jo sangen helppo luokittelu ryhmille. Tutkimme tarkemmin kertalukua
kuusi ja kahdeksan olevia ryhmié. Toisinaan myos pelkké kertaluku rajoittaa
ryhmén rakennetta radikaalisti. Todistamme esimerkiksi, etté pelkéstaan Sy-
lowin lauseesta seuraa, etté voi olla olemassa vain kaksi yksinkertaista (epé-
kommutatiivista) aarellistd ryhméé, joiden kertaluku on alle kolmesataa. Ta-
vallaan ryhméteorian hienous on siing, ettd olioita voidaan luokitella.

Ryhmateoria on edelleen hyvin aktiivinen matematiikan tutkimuksen ala,
joka edelleen jakautuu useisiin alahaaroihin. Talla kurssilla tutustumme muu-
tamiin hyvin tuoreisiinkin tuloksiin (emme kuitenkaan yleisesti ottaen niiden
todistuksiin, silld kuten on lukuteorian tapauksessa, jotkut ryhméteoreetti-
set lauseet on helppo esittdd, mutta erittdin hankala todistaa). Opetuksen
periaate ei ole kuivan teorian laajentaminen, vaan yritdn tehda ryhméteori-
aa eldviaksi matematiikan alaksi. Sitd varten olen valinnut noin kymmenen
suosikkiryhmééni. Ne ovat sangen konkreettisia esimerkkejd, joiden kautta
voimme oppia teoriaa ja ymmartad, miksi jokin teoreettinen maéritelma on
hyodyllinen tai jarkeva. Esimerkit on valittu hyvin erilaisilta matematiikan ja
ryhmaéteorian aloilta, jotta saamme hieman makua siitd, miten monipuolis-
ta ryhmaéteoria on. Tarkastelemme my6s ryhméteorian yhteyksia eri puolille
puhdasta matematiikkaa.

Vaikka aloitamme &érellisistd ryhmistd, on hyva pitdd mieles-
sd etta aarelliset ryhmaéatkin voivat olla todella suuria. Jopa yk-
sinkertaiset ryhmét, joita voidaan pitdd kaikkien &érellisten ryhmien
rakennuspalikoina, voivat olla valtavia. Suurin nk. sporadinen ryh-
mé téassd luokittelussa, jota my6s Hirvioksi kutsutaan, on kertalukua
808017424794512875886459904961710757005754368000000000 = 246.320.59.
76112133 -17-19-23-29 - 31 - 41 - 47 - 59 - 71, miké tarkoittaa ryhmén
alkioiden maaraa.

Yksinkertaiset ryhméat méarittelemme myohemmin talla kurssilla. Hir-
vion tarkempi méaritelméa vaatisi kokonaisen kurssin. Palatkaamme siis al-
keisiin.



3 Ryhmateorian peruskasitteet ja pienet ryh-
méit, 02

Olen valinnut kunkin luvun teemaksi yhden ryhmé&n. Ensimméisen luvun
teema on pienin epatriviaali ryhmé, eli ryhma, jossa on kaksi alkiota. Mer-
kitsen sitd Cy. Tama voidaan ndhda musteldiskétestin symmetriaryhméana ja
on syklinen. Toisaalta, jos lihdemme rakentelemaan téasta kahden alkion ryh-
méstd monimutkaisempia ryhmié, rakenne muuttuukin pian vaikeaksi, kuten
luvun loppupuolella havaitsemme. Rehellisyyden vuoksi minun on téssa vai-
heessa jo sanottava, ettd ryhméstd Cy rakennettujen ryhmien luokittelu on
erittdin vaikea avoin ongelma.

3.1 Peruskasitteet

Mairitelma 3.1. Ryhmé on joukko G, jossa on bindérioperaatio *, joka
toteuttaa seuraavat ehdot

(i) jos g1,92 € G niin g x go € G (operaatio on suljettu)
(ii) g* (hxk) = (g*h) * k, (operaatio on liitdnnéinen)

(iii) on olemassa e € G, joka toteuttaa g x e = e x g = g kaikille g € G, (on
olemassa ykkosalkio, yleensa 0 tai 1)

(iv) jokaiselle g € G on olemassa g~ € G, joka toteuttaa gxg=! = g 'xg = e
(on olemassa ka#anteisalkio).

Esimerkki 3.2. Otetaan joukko {0, 1} ja operaatioksi yhteenlasku siten, et-
td 14+ 1 = 0. Taméa on ryhma, silld se on suljettu em. sdanndén nojalla. Ykko-
salkio on nolla, ja koska 14+ 1 = 0, on alkiolla 1 my0s yksiselitteinen kdantei-
salkio. Koska yhteenlasku on liitdnnédinen, on myos tdmén ryhmén operaatio
liitdnnainen. Jos otamme joukoksi 1,a ja tarkastelemme bindérioperaatio-
na kertolaskua siten, ettd a? = 1, saamme téysin saman ryhméirakenteen.
Keksitko lisééd esimerkkeja kahden alkion ryhmésta?

Esimerkki 3.3. Kolmen alkion permutaatioryhmé on helpoin esimerkki
epiakommutatiivisesta ryhméstd. Tamé ryhmaé koostuu kaikista bijektioista
7:{1,2,3} — {1,2,3}. Naité bijektioita on yhteensé kuusi

1=(} ; 3)%12):(; ? 2)7(13):(:13 ; ?)

o= (12 3) - (32 ) om- (122



Jos merkitsemme tasasivuisen kolmion kulmia 1,2,3, voimme visualisoida
tdman ryhmaén tasasivuisen kolmion symmetriaryhméné. Ryhmén kertolasku
on néiden bijektioiden kompositio. (12)(13) = (123) tai

1 2 3 123\ (123

2 13 321) \\231)°
Tehtéva 1. Laske (12)(23), (123)(132) ja (12)(123). Loydéa sellainen pari,
ettd ab # ba.

Tehtava 2. Osoita, ettd ykkosalkio on yksikésitteinen. Osoita myos, etté
kddnteisalkio on yksikésitteinen.

Maaritelma 3.4. Ryhmén G aliryhma H on G:n osajoukko, joka on suljettu
ryhmé&operaation suhteen. Algebrallisesti kirjoittaen, 1 € H, jos a € H, on
myds a~t € H ja jos a,b € H on myos ab € H.

Maaritelma 3.5. Ryhman kertaluku on ryhmén alkioiden méaré, eli ryh-
mén G koko. Merkitsemme tata |G|.

Kertaluku voi olla darellinen tai déreton, jopa ylinumeroituva.

Maaritelma 3.6. Alkion kertaluku on pienin sellainen n > 1, jolle g" = 1.
Télloin alkion kertaluku on o(g) = n.

Ykkosalkion kertaluku on yksi, muitten alkioitten kertaluku on suurempi
kuin yksi. Huomaa, ettd myds alkion kertaluku voi olla darellinen tai &ére-
ton. Jos alkion kertaluku on &darellinen, toisinaan kutsumme sitd torsioal-
kioksi. Jos ryhmén jokaisen alkion kertaluku on &dreton, kutsumme ryhmaé
torsiovapaaksi (torsiottomaksi).

Maaritelma 3.7. Olkoon G ryhmé ja H sen aliryhmé. Merkitsemme |G :
H| = % ja kutsumme téata lukua H:n indeksiksi G:ssa.

Asrellisen ryhmén aliryhmién indeksi on aina kokonaisluku Lagrangen
lauseen perusteella, jonka todistamme seuraavalla sivulla.

Varsinkin darettomien ryhmien tapauksessa, indeksi on tirked invariantti.
Aliryhmét, joiden indeksi on dérellinen, poikkeavat rakenteeltaan huomatta-
vasti aliryhmisté, joiden indeksi on ddreton. Samaan tapaan kuin kuntalaa-
jennuksissa.

Tehtava 3. Osoita, etté

(i) Luonnolliset luvut mod 5 muodostavat ryhmén yhteenlaskun suhteen.



(ii) Luonnolliset luvut mod 8 eivit muodosta ryhméé kertolaskun suh-
teen.

(iii) Miten kédy, kun poistamme edellisesté kohdasta alkion 07

(iv) Onko mahdollista konstruoida luonnollisten lukujen mod 8 osajoukko,
niin, ettd se muodostaa ryhmén kertolaskun suhteen? Kuinka monta
tallaista osajoukkoa 16ydét? Ovatko jotkut néisté toistensa aliryhmia?
Maarittele nama aliryvhmét ja niiden indeksit.

(v) Onko {£1,+i} ryhmé normaalin kompleksilukujen kertolaskun suh-
teen? Mitkd ovat sen alkioitten kertaluvut? Onko mahdollista valita
yksi alkio niin, ettd koko ryhmé on tdmén alkion potensseista koostu-
va.

(vi) Osoita, ettd 2 x 2 kiéintyvien matriisien joukko muodostaa ryhmén ker-
tolaskun suhteen minké tahansa kunnan £ yli. Merkitsemme téatéa ryh-
méad GLy(k). Onko sama totta mille tahansa renkaalle? Miksi?

(vii) Tarkastellaan kéd&ntyvid matriiseja kuten ylli, nyt p:n alkion kunnan
yli. Tamé ryhméa on luonnollisesti &dérellinen, silld on olemassa vain
p* erilaista matriisia tdmé#n kunnan yli. Kuinka monta niistd kuuluu
kddntyvien matriisien ryhmé&an?

(viii) Nyt vaadimme, ettd kddntyvien matriisien determinantti on yksi. Osoi-
ta, ettd tdmé on kidntyvien matriisien ryhmén aliryhmé. Merkitsemme
tatd ryhméda SLo(p). Montako alkiota téssd ryhméssé on, kun kunnan
koko on edelleen p? Mikd on tdmén aliryhmén indeksi?

Maaritelma 3.8. Ryhmaéé kutsutaan Abelin ryhméksi tai kommutatiivisek-
si, jos kaikille alkioille a,b € G pétee ab = ba.

Tehtava 4. Mitka ylldolevista ryhmistd ovat Abelin ryhmié?

Tehtava 5. Osoita, ettd G:n ollessa Abelin ryhmé, péatee kaikille n € Z
identiteetti (ab)™ = a™b™. Olkoon G ryhmi, jossa pitee (ab)? = a®b?* kaikille
a,b € G. Osoita, ettéd tillainen G on Abelin ryhma.

Maaritelma 3.9. Kutsumme kahta ryhmén G alkiota h ja ho toistensa kon-

jugaateiksi, jos on olemassa sellainen alkio g € GG, joka toteuttaa identiteetin
—1

g~ hig = ha.

Tehtava 6. Osoita, ettd matriisit ( é g ) ja ( (2) (1) ) ovat toistensa kon-

jugaatteja ryhméssd GLy(Z).



Tehtéva 7. Osoita, etté alkiot (12), (13), (23) ovat keskenddn konjugaatteja
ryhméssé Sz, kuten myos (123), (132).

Maaritelma 3.10. Kaikkia niitd ryhmén G alkioita, jotka ovat keskendén
konjugaatteja, kutsutaan G:n konjugaattiluokaksi.

Y14 olevan esimerkin nojalla on ryhmaéssa S3 kolme konjugaattiluokkaa:
ykkosalkio, kakkossyklit ja kolmossyklit. On yleisemmin totta, ettd symmet-
risen ryhmén S,, konjugaattiluokan méérittelee yksikésitteisesti alkion sykli-
tyyppi.

Tiettyjen konjugaattiluokkien unioni on myos toisinaan mielenkiintoinen
aliryhma.

Maaritelma 3.11. Ryhmén G normaali aliryhma N on aliryhma, jolle pétee
g 'Ng = N kaikille g € G.

Normaalin aliryhmén maéaaritelmésséd siis tarkastelemme konjugaatiota
joukon suhteen. Aliryhmén N tulee olla suljettu konjugaation suhteen, mut-
ta emme vaadi, ettd kullekin n € N pitee ¢ 'ng = n. Huomaa, etti Abelin
ryhmaéssé jokainen aliryhmé on normaali.

Tehtéva 8. Miksi joukko {1, (123),(132)} = A3 muodostaa ryhmén S5 nor-
maalin aliryhmén, mutta joukko {1, (12), (13), (23)} ei?

Tehtava 9. Osoita, ettd jos A <G ja B <G, silloin AB <1 G, missd AB =
{ab: a € A,b € B}. Huomaa, ettd on hyvinkin mahdollista, ettd A < B ja
B <, ja A< C. Normaalin aliryhmén ominaisuus ei siis ole transitiivinen.

Maaritelma 3.12. Olkoon G ryhma ja H aliryhmé. Kutsumme joukkoa
gH ={gh:he H}
H:n (vasemmaksi) sivuluokaksi.
Oikea sivuluokka maéritellaan vastaavasti
Hg=1{hg:he H}.
Tehtava 10. Osoita, ettd H on G:n normaali aliryhmé, jos |G : H| = 2.

Tehtava 11. Olemme osoittaneet, ettd As <1 Ss3. Sivuluokat ovat A; =
{1,(123),(132)} ja (12)A3 = {(12),(13),(23)} (miksi?). Osoita, etta
(12)A; = (13)As = (23)As, eli ei ole vilid, minkd alkion valitsemme esit-
taméan sivuluokkaa.



Lause 3.13 (Lagrange). Olkoon G ryhmd ja H aliryhmd. Silloin H:n ker-
taluku jakaa G:n kertaluvun.

Todistus. Olkoon H aliryhmaé, ja sen sivuluokat g; H. Jokainen sivuluokka on
yhtésuuri, ja koska H on itsessddn sivuluokka, voimme olettaa, etti |g; H| =
|H| jokaiselle g; € G. Sivuluokat ovat erillisia, mutta toisaalta myos kattavat
G'n alkiot |, g;H = G. Tésté seuraa, ettd i x |H| = |G|. Joten |H| | |G|. O

Korollaari 3.14. Olkoon g € G. Silloin g:n kertaluku jokaa G:n kertaluvun.

Todistus. Tarkastellaan alkion g potensseja. Namé virittavit aliryhmén (g)
(tehtéval). Nyt tulos seuraa Lagrangen lauseesta, silld o(g) = |(g)|. O

Lause 3.15. Jos G on ryhmd, ja N on sen normaali aliryhmd, myos N :n
swuluokat muodostavat ryhmdn, jota kutsutaan tekijiryhmdaksi ja merkitdidan

G/N.
Todistus. Tehtéava. Tarkastele aksioomia. OJ

Maaritelma 3.16. Olkoot G ja H kaksi ryhméaé. Kuvaus
¢o:G—H
on homomorfismi, jos kaikille g1, g2 € G pétee ¢(g192) = ¢(g1)0(g2).

Homomorfismi on siis kuvaus, joka kuvaa seké alkiot, etté sailyttaa ryh-
maoperaation.

Esimerkki 3.17. Perusesimerkkejéd homomorfismeista ovat:

(i) Kuvaus ¢ : G — 1 on homomorfismi, mille tahansa ryhmille G. Tata
kutsutaan triviaaliksi homomorfiksi.

(ii) Kuvaus det : GLy(R) — R* on homomorfismi.
(iii) ¥ : G — G/N, missi N < G on homomorfismi.
Maaritelma 3.18. Homomorfismin ¢ : G — H ydin on joukko
Ker(¢) :={g€ G:(g) =1},

ja homomorfismin kuva, joukko

Im(¢) :={h € H: ¢(g) = h}.

10



Tehtivi 12. Tarkastellaan homomorfismia py, : Z — C* jossa n — 2"k,

Téassd Z on ryhmé yhteenlaskun suhteen ja C*:ssa operaatio on normaali
kertolasku. Osoita, ettd tdma on homomorfismi. Mikd on sen ydin ja mika
kuva? Miten kuva ja ydin riippuvat k:sta.

Tehtava 13. Osoita, ettd minkd tahansa homomorfismin
0:G—H
ydin on G:n normaali aliryhmé ja ettd kuva on H:n aliryhma.

Maaritelma 3.19. Ryhmien vilista bijektiota, joka on myos homomorfismi,
kutsutaan isomorfismiksi.

Lause 3.20 (Ensimméinen isomorfialause). Olkoot G ja H ryhmid, ja ¢
epimorfismi,
9:G— H.

Olkoon N homomorfismin ydin. Silloin G/N = H.
Yleisesti, jos kyseessé ei ole epimorfismi, G/Ker(¢) = Im(¢).

Lause 3.21 (Toinen isomorfialause). Kun H < G ja K <G, silloin HK < G
ja HNK < K seki

HE/K = H/(H()K).
Tamén isomorfialauseen muistisdantona toimii suunnikas.

Lause 3.22 (Kolmas isomorfialause). Jos N < G ja N < M < G, silloin
M/N < G/N ja
(G/N)/(M/N) = G/M.

Tehtdva 14. S3 on kolmen kirjaimen permutaatioryhmé. Se koostuu 3! = 6
alkiosta. Jos kiiytamme syklinotaatiota, voimme merkité sen alkiota 1, (12),
(23), (13), (123), (132). Téssé kahden pituiset syklit ovat involuutioita (eli
niiden kertaluku on 2), ja syklit (123) ja (132) ovat toistensa kidnteisalkioita.
Osoita, etté

1. S3 sisdltad kolme aliryhméad, joitten kertaluku on 2, ja yhden, jonka
kertaluku on 3. Osoita, etté kertalukua kolme oleva ryhma on syklinen
ja normaali S3:ssa. Kutsumme tatd ryhméaé nimelld As.

2. Osoita, ettd S3/A3 = Cy. Miltéd tdmén ryhmén alkiot nayttavat?

11



3. Maéaritelladn permutaatio parilliseksi, jos se voidaan kirjoittaa parilli-
sena médrana involuutioita, esimerkiksi (12)(13) = (123), joten (123)
on parillinen permutaatio. Kun taas alkio (13) on pariton permutaatio.
Maaritelladn kuvaus

w : SS - {17 _1}7

missé 1(a) = 1 jos a on parillinen ja —1 jos a on pariton. Osoita, etté
tdmé kuvaus on homomorfismi, kun joukon {#+1} ryhméoperaatio on
normaali kertolasku, ja totea edellisen kohdan isomorfismi téta kautta.

Tehtavi 15. Olkoon Dg kolmion symmetriaryhmé. Kuvaile ryhmé geomet-
risesti. Osoita konstruoimalla sopiva kuvaus, ettd S3 on isomorfinen ryhmén
Dg kanssa.

3.2 Kertalukua 6 olevien ryhmien luokittelu

Jo vuonna 1854 Cayley maééritteli kaikki ryhmét, joitten kertaluku on kor-
keintaan kuusi. Seuratkaamme hénen jalanjiljissddn ja tutkikaamme niité
ryhmia.

Maarittelimme edellisessa kappaleessa alkion kertaluvun. Olkoon ¢ alkio,
jonka kertaluku on m, silloin

(9) ={l.g, g% ....g" '}

Tehtéva 16. Osoita, ettd (g) on ryhmé. Kutsumme ryhméé (g) syklisek-
si ryhméksi. Osoita, ettd (g) on Abelin ryhmé. Jokainen syklisen ryhmén
aliryhméa on myos syklinen.

Tarkastelemme ryhmié, joiden kertaluku on alkuluku p. Olkoon g téllaisen
ryhmén alkio, joka ei ole ykkosalkio. Koska alkion kertaluku jakaa ryhmén
koon, tistd seuraa, ettd gP? = 1, ja koska g' # 1, on alkion g kertaluku p
ja niin ollen G = (g). Itseasiassa kaikki ykkosalkiosta eroavat alkiot ovat
kertalukua p. Tama ryhma on syklinen. Kertalukua 2,3,5,7 olevia ryhmié on
néin ollen kutakin vain yksi. Jaljelle jaavat kertaluvut 4,6.

Propositio 3.23. Kertalukua neljia oleva ryhmd on Abelin ryhmd.

Todistus. Ainakin yksi alkio on kertalukua kaksi, silld jos paritamme alkiot
aina niiden kdanteisalkioitten kanssa, jaé yksi pariton, joka on siis kertalukua
kaksi. Merkitaan tata alkiota a. Ja merkitadn kahta muuta ei-triviaalia alkio-
ta b ja c. Koska a ja b eivit ole toistensa kdaanteisalkioita, eivitka ykkosalkioi-
ta, taytyy olla ab = ¢, mutta sama pétee myos tulolle ba = c. Tésta seuraa,
ettd a ja b kommutoivat. Toisaalta vaihtamalla b:n tilalle c¢:n, seuraa myos,
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ettd a ja ¢ kommutoivat. Lopuksi ndytamme, ettd b ja ¢ kommutoivat. Nyt
b ja c ovat joko toistensa kadnteisalkioita, missd tapauksessa bc = cb = 1, tai
kummankin kertaluku on kaksi. Téassa tapauksessa vaistaméatta bc = a = cb.
Joten ryhmaé, jonka alkiot ovat 1, a,b, c on vaistaméattd Abelin ryhmaé.

m

Kertalukua nelja oleva ryhmé on joko Cy tai Cy x Cs.

Y14 totesimme, ettd a on kertalukua kaksi. Jos b ja ¢ ovat kertalukua
kaksi, saamme ryhmaéksi Cy x C5. Tatd ryhméa kutsutaan toisinaan myos
nimelld Klein Viergruppe, Vj. Jos b ja c ovat toistensa kdénteisalkioita, ryhmé
on Cy.

Tehtava 17. Kirjoita Cayleyn taulukot niille ryhmille ja vakuutu siité, ettéa
pelkastaan kertalukua kaksi olevien alkioiden méara erottaa ryhmét toisis-
taan.

On siis jaljella vain kertaluku kuusi.

Propositio 3.24. Kertalukua 6 oleva ryhma sisdltic aliryhmdn, jonka ker-
taluku on kaksi, sekd aliryhmdn, jonka kertaluku on kolme.

Todistus. Ylla kuvatulla alkioiden parituksella saamme selville, ettd on ole-
massa alkio, jonka kertaluku on kaksi. Tama alkio virittda syklisen kahden
alkion aliryhman. Todistamme, ettd on olemassa alkio, jonka kertaluku on
kolme, ja tama virittda kolmen alkion syklisen ryhmaé. Jos ryhméssé on alkio
a, jonka kertaluku on kuusi, virittdd alkio a® vaaditun aliryhmén. Voimme
siis lopullista ristiriitaa varten olettaa, etté jokaisen alkion kertaluku on kak-
si. Merkitaan alkioita 1,a,b,c,d,e. Voimme valita alkiot niin, ettd ab = c,
tasta seuraa, ettd bc = a ja ac = b, koska kaikki alkiot ovat kertalukua kaksi,
ovat ne itsensa kddnteisalkioita. Nyt ad = e ja ae = d, koska kyseessd on
ryhmé. Toisaalta ba = ¢ ja bc = a, joten bd = e (koska b # 1) ja be = d.
Nyt bd = ad = e, misté seuraa supistussddnnon nojalla, ettd a = b, mikd on
ristiriita. L

Kuuden alkion ryhmallé on siis kaksi syklista aliryhméaé Cy ja Cs, joiden
leikkaus on tdmaélleen ykkosalkio. Jos ryhmé on Abelin ryhmaé, ovat kaikki
aliryvhmét normaaleja ja télloin se on isomorfinen Cy x C'5 kanssa. Tarkaste-
lemme tapausta, jossa ryhmé ei ole Abelin ryhmé, erikseen. Merkitdén ryh-
mén tihin mennessi méiiriteltyji alkiota a, b, b*> = e. Koska ryhmi ei ole
Abelin ryhmé, on ab = ¢ ja ba = d. Téastd seuraa, etti a’b = ac = b ja
ba? = da = b. Nyt myds cd = abba = aea = b, ja dc = baab = b* = ¢ jne.

Nama voidaan koota Cayleyn taulukkoon 1.

Tama paattdd kertalukua kuusi olevien ryhmien luokittelun. Tarkista,
ettd tdméan ryhméan Cayleyn taulukko on sama kuin S3:n Cayleyn taulukko.
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Taulukko 1: Kuuden alkion epdkommutatiivinen ryhmé

®» O = T 0 Al
_ 0o ®» Q0 T|oT
T =0 ® Q0|0

O T A0 D | %
O T A0 ® ==
O AT o - oo
0O o R olo

3.3 2-ryhmat

Adsrellisia ryhmié, joiden kertaluku on joku kakkosen potenssi kutsutaan 2-
ryhmiksi. Helpoimmat epéatriviaalit 2-ryhmét olivat ryhméan Cy lisdksi Klei-
nin neliryvhmé Vj ja neljan alkion syklinen ryhmé Cy, molemmat Abelin ryh-
mia.

Kertalukua kahdeksan olevia ryhmié on yhteensé viisi. Kolme Abelin ryh-
méa Cg, Oy x Cy ja Cy x Cy x Oy, sekd, epakommutatiiviset diedriryhmé
ja kvarternioniryhmé. Abelin ryhmien lukumaééra ja luokittelu kiydasan lapi
seuraavassa luvussa kokonaan, joten emme paneudu siihen talla erdd. Esitte-
lemme kuitenkin diedriryhmén ja kvarternioni ryhmén ja todistamme, etté
nédma ovat ainoat vaihtoehdot.

Huomaamme myos, ettd jos ryhmé on epdkommutatiivinen, siiné ei voi
olla alkiota, jonka kertaluku on kahdeksan, silla jos néin olisi, olisi ryhmé
syklinen kahdeksan alkion ryhmaé ja siis kommutatiivinen. Alkioitten kerta-
luvut ovat siis joko nelja tai kaksi.

Tehtiva 18. Osoita, ettéd jos jokaisen alkion kertaluku on kaksi, on ryhmé
kommutatiivinen.

Néin ollen ryhméssa on alkio, jonka kertaluku on nelja. Koska ryhmén
kertaluku on parillinen, on ryhméssad my6s ainakin yksi involuutio. Voimme
laskea nyt involuutioitten ja alkioitten, joiden kertaluku on nelja, lukumaéa-
ran. Jos alkion a kertaluku on nelji, on myos alkion a® kertaluku neljs, ja
kumpikin virittdd saman syklisen aliryhmén Cj. Kertalukua nelja olevien
alkioitten maara on siis parillinen. Niitd on joko kaksi, neljé tai kuusi. Vas-
taavasti involuutioiden méarat ovat viisi, kolme tai yksi. Kaksi neljan alkion
syklistd aliryhmaé leikkaavat joko triviaalisti tai niiden leikkaus on Co

Tehtava 19. Osoita, ettd jos kahdeksan alkion joukko, jossa on tdsmaélleen
nelja alkiota, joiden kertaluku on nelja, ja kolme, joiden kertaluku on kak-
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si, ei voi olla ryhma. Vihje: kirjoita Cayleyn taulukko, jonka ensimméisessé
kulmassa on neljin alkion syklinen ryhmé 1, a, @, a®, merkitse muita alkioita

b, b%, b ja c ja johda ristiriita.

Todistamme nyt laskun avulla, ettd kumpikin jalkimmé&inen vaihtoehto
antaa vain yhden mahdollisen ryhmérakenteen. Parempien tyckalujen puut-
teessa, kilymme lapi taas Cayleyn taulukkoa.

Ensin kisitellaan tapaus, ettd ryhmaéssa on kaksi alkiota, joiden kertaluku
on neljé, ja viisi involuutiota. Olkoon alkio, jonka kertaluku on 4, nimeltaén
a, tilldin toinen alkio, jonka kertaluku on neljd on a®. Merkitésin sellaista
involuutiota, joka ei ole muotoa a? nimelld 7, loput kolme alkiota voivat olla
nimeltdén ar, a®r ja a®r, ja myds ndmé ovat involuutioita.

Taulukko 2: kertolaskutaulu kahdeksan alkion epakommutatiiviselle ryhmélle

* 1 a a® a ar a*r a’r
1 1 a a® & r ar ad’r d’r
a a a> & 1 ar d&*r a’r ot
a® a? a1 a d*r ar r ar
a | a® 1 a a® d¥r r ar  a’r
T T 1
ar | ar a
a’r | a*r a®
a’r | a®r ad

Koska arar = 1, a®ra®r = 1 ja a®*ra®r = 1, seuraa lopputaulukko yksiké-
sitteisesti.

Muussa tapauksessa ryhméssa on yksi involuutio ja kuusi alkiota, joiden
kertaluku on nelja. Taméa ryhmé on viistdméttd isomorfinen kvarternioni-
ryhmaén

{1, 44, £, k)

kanssa, jossa patevét kvarternionien (tdmé on yksi kompleksilukujen yleistys,
Hamiltonin kiisialaa) normaalit laskusainnot i2 = j2 = k% = ijk = —1 ja
1=k, jk=1ki=7j.

Tehtava 20. Téaydenna paattely ja taulukko 3.

Maaritelma 3.25. Maaritelladn ryhmén keskus

Z(G):={g € G:gh=hgVh € G}.
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Taulukko 3: kertolaskutaulu kvarternioniryhmélle

T[T -1 i 4 3 - k k
10101 4 i 4 3 k k

Ykkosalkio kuuluu aina ryhméan keskukseen, joten keskus on epétyhja.
Huomaa myos, ettd Abelin ryhmélle péatee, etta Z(G) = G.

Tehtava 21. Osoita, ettd Z(G) < G.
Vaite 1. Kertalukua kahdeksan olevan ryhmdn keskus on epdtriviaali.
Tehtava 22. Todista vaite laskemalle ndiden ryhmien keskus.

Olemme nyt luokitelleet kaikki ryhmaét, joitten kertaluku on 8. Miten vai-
keata olisi jatkaa vield pidemmille? Askettiiin Besche, Eick ja O’Brien luokit-
telivat kaikki ryhmaét kertalukuun 2000 saakka. Téstd johtuen he kutsuivat
projektiaan erdanlaiseksi Millennium-projektiksi.

Maaritelma 3.26. Ryhmaa, jonka jokaisen alkion kertaluku on maaratyn
alkuluvun p potenssi, kutsutaan p-ryhméksi. Taméa maaritelma on ekviva-
lentti sen kanssa, ettd dérellisen ryhmén kertaluku on p™.

Heidén luokittelustaan seuraa, ettd suurin osa ryhmistd on 2-ryhmié.
Hankalin osa luokittelusta, oli laskea kaikki 49 487 365 422 ryhmaéa, joi-
den kertaluku on 2'°. Muita ryhmié, joiden kertaluku on alle 2000, oli tAmin
jalkeen jaljella vain 423 164 062.

Tama taulukko on otettu artikkelista

The groups of order at most 2000 Hans Ulrich Besche; Bettina Eick; E.
A. O’Brien Electron. Res. Announc. Amer. Math. Soc. 7 (2001), 1-4.

3.4 Arviot p-ryhmien lukuméaarasta

Higman ja Sims jo kuusikymmenluvulla laskivat asymptoottisen arvion sille,
miten monta p-ryhmééa kertalukua p™ on olemassa. Heiddn arvionsa on, etté
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Taulukko 4: Kymmenen hankalinta kertalukua luokittelun kannalta

Kertaluku Lukumaéaéara
210 49 487 365 422
29.3 408 641 062
29 10 494 213
28.5 1116 461
28.3 1 090 235
28 .7 1 083 553
27.3 5 241 004
27 .32 157 877
28 56 092
26 . 33 47 937

kertalukua p™ olevia ryhmié on noin p>™*/27+0m™®) Ljigiksi on huomatta-

va, ettd jos laskemme ryhmié, joitten kertaluku on joku yhdistetty luku n,
néiden lukumé&éra riippuu n alkulukuhajotelmasta. Jos e(n) on suurin ekspo-
nentti alkulukuhajotelmassa, tiedimme Pyberin todistaneen, etté kertalukua
n olevien ryhmien kokonaismééré on enintééan. n(Grto)em)?,

p-ryhmien luokittelu on avoin matemaattinen ongelma. Itseasiassa mate-
maatikot eivit edes haaveile lopullisesta luokittelusta, silla naitd ryhmia on
yksinkertaisesti liikaa.
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4 Abelin ryhmat

Ensimmaiselld ryhméteorian kurssilla kdytiin 1dpi 1ahinna syklisid ryhmia.
Talla kurssilla keskitymme epdkommutatiivisiin esimerkkeihin. On kuitenkin
niin, ettd darellisesti viritettyjen Abelin ryhmien teoria on syyta ndhdéa aina-
kin kerran elaméssé ja se on suhteellisen helppo myos, joten kidykddmme se
tassa lyhyesti lapi. Tamaéan teorian perusteella saamme my6s helposti luoki-
teltua loput ryhmét, joiden kertaluku on kahdeksan ja ndemme, ettd namé
kolme ovat epéaisomorfisia.

4.1 Swuorat tulot ja summat
4.1.1 Ulkoinen suora tulo

Olkoot G, ..., G, ryhmia. Muodostamme karteesisen tulon G := G X Gy X

- X G, ja talle joukolle méarittelemme kaksipaikkaisen operaation yksin-
kertaisesti (g1, ..., 9n)(R1,---,hn) = (g1h1, ..., gnhy), eli jokaisessa kompo-
nentissa ¢ tulo noudattaa ryhmén G; tuloa.

Tehtava 23. Todista, ettd tdma on ryhma.

Kutsumme ryhméd G = G; X Gy X - -+ X G, ryhmien Gy, ..., G, (ulkoi-
seksi) suoraksi tuloksi. Huomaa, ettd komponenttien G; jérjestyksella ei ole
ryhméan méaritelméassé mitaan valia.

Ryhmélla G = G x Gy x --- x (G, on seuraavat ominaisuudet

(i) Jokaista indeksid i kohden, on olemassa H; < G, ja H; = Gy, eli
Hi={(L....gn.... 1) g € Gy).
Lisdksi huomaamme, etté

G/HigGlxn-XGi_lXGH_lX'--XGn.

(ii) Jokainen g € G voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti g = hy ... h,, jossa
jokainen h; € H;. Eli jos g = (g1,...,9s), niin h; = (1,...,¢;,...,1)
jokaiselle 7. Tésté seuraa, etté jos jokainen G; on &dérellinen, niin |G| =
1[Gl |Gl

Tama konstruktio toimii mille tahansa ryhmille G;.
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4.1.2 Sisainen suora tulo

Olettakaamme nyt vuorostamme, ettd GG on ryhmad, ja silld on aliryhmét
H,,..., H, ja niilld ominaisuudet.

(i) H; <G, kaikillei =1,...,n.
(ii) Jokainen g € G voidaan yksikésitteisesti kirjoittaa muodossa g =
hy...h,, jossa jokainen h; € H;

Huomaamme, ettd naista kahdesta seuraa

i) G = Hy ... H,.

(
(
(v) Jos i # j, silloin H;:n ja H ;0 alkiot kommutoivat keskenéén.
(

vi)Josg=hy...h,jag =h}...hl, jossa h;, h; € H; jokaiselle i:lle, silloin
g9’ = (hih}) ... (h,h).

Huomaamme, ettd voimme maéritelld yksikésitteisen isomorfismin 7 :
G — Hy x Hy x --- x H,, jossa siis jokainen H; — 1 X -+ X H; x -+ x 1.

Kutsumme talléin ryhméé G:té aliryhmiensa Hy, ..., H, (siséiseksi) suo-
raksi tuloksi. Toisinaan merkitsemme myos G = H; x Hy x --- x H,,, vaikka
tdméa onkin lievad merkintdtavan vaarinkayttoa.

Tasta seuraa lause

Lause 4.1 (Kiinalainen jainnosluokkalause). Olkoon n = p&' - .- pkm . Silloin
Cn = Cp/lcl X+ X Cpl;nm.

Todistus. Méiritelldén kaikille 1 < ¢ < m ryhmd P, = (z;) = C,mi. Nyt
alkion (x1,...,1,) € Py x --- x P, kertaluku on p§' x --- x pfm = n, joten

P x---x P, = (C,, koska ryhmé on syklinen. O

Korollaari 4.2. Jos m = pq, kahden erillisen alkuluvun tulo, on C,, =

Cy, x C,,.

Esimerkiksi totesimme kertalukua kuusi olevien ryhmien luokittelussa,
ettd Cg = Cy x Ch.

Huomaa, ettd tdméa on sama kiinalainen jadnnosluokkalause kuin alkeel-
lisessa lukuteoriassa.

19



Olkoot nq,...,n; pareittain suhteellisia alkulukuja. Silloin mille tahan-
sa kokonaisluvuille aq,...,a; on olemassa kokonaisluku x, joka toteuttaa
kongruenssiyhtaloryhman

a; mod ng

=as mod ns

r =a; mod ng.

Lisdaksi kaikki ratkaisut x ovat kongruentteja modulo N, missa N =
ninyg ... Ng.
Tama siis syklisten ryhmien lauseessa todistaa, ettd kuvaus

Ch—Cux X+ XCpp
Py Pm

on surjektiivinen.

Teoreeman julkaisi ensimmadisen kerran kiinalainen matemaatikko Sun
Tzu kolmannella vuosisadalla. Alkuperdinen Sun Tsun ongelma kuuluu seu-
raavasti. Kuinka monta sotilasta on Han Xingin armeijassa? Jos sotilaat
marssivat kolmen riveissd, kaksi sotilasta jad yli. Jos he marssivat viiden
riveissé, kolme jad yli, ja jos he marssivat seitsemén riveissd, kaksi jaa yli?

Ongelma voidaan ilmaista kongruenssiyhtaloryhména:

r =2 mod3
r =3 modbH
r =2 mod?7

Luvut 3, 5 ja 7 ovat pareittain keskenéddn jaottomia, joten voimme soveltaa
kiinalaista jadnnoslausetta.

Ensimmaisesta yhtalosta saamme, ettd x = 3t+2, jollekin kokonaisluvulle
t. Sijoitamme tdmén toiseen yhtdal6on ja saamme, 3t +2 = 3 mod 5. Tésté
seuraa, ettd t = 2 mod 5, joten t = bu+2, jasiis ¢ = 3(bu+2)+2 = 15u+38,
jonka voimme sijoittaa viimeiseen yhtéléon 15u + 8 = 2 mod 7. Tamaéan
kongruenssin ratkaisu on v = 1 mod 7, joten u = Tv + 1, mikd lopulta
tuottaa vastauksen z = 15(7v + 1) + 8 = 105 + 23. Joten = 23 mod 105.
Sotilaiden maara voi siis olla 23, 128, 233, 338 jne.

Tehtava 24. Ratkaise ryhma

r=1 mod?5H
r=2 mod6
=3 mod?7.

20



Kiinalainen jadnnosluokkalause ei kuitenkaan auta Abelin ryhmien luo-
kittelussa kovinkaan pitkalle, silld tieddmme esimerkiksi, etta kaikki darelliset
Abelin ryhmét eivét ole muotoa Cyn, esimerkiksi Cy 22 Cy x Cy. On siis kaksi
aarellistd Abelin ryhméa, joiden kertaluku on neljé.

Miten tésta eteenpéin luokittelun kanssa?

4.2 Ryhman virittajat

Syklinen ryhméssa C,, on alkio g, jonka kertaluku on n ja C, = (g). Kut-
summe alkiota g ryhméan C), virittdjiksi. Voimme yleistéa virittdjan késitettéa
useampiin virittajiin.

Maaritelma 4.3. Olkoon S ryhmén G osajoukko. Joukon S virittdma ali-

ryhma on
(S) = ﬂ H.
SCH<G

Jos (S) = G, kutsumme joukon S alkioita ryhmén G virittajiksi tai generaat-
toreiksi. Jos virittdjajoukko on aarellinen, kutsutaan ryhmaa G &aarellisesti
viritetyksi.

Propositio 4.4. Ryhmdn G osajoukon S virittdmd aliryhmd koostuu kaikista
tuloista
(S) ={s{'ss2...s7' 15, € S,e;, =+1,1=1,2,...},

jos I = 0, mdarittelemme tyhjiksi tuloksi ykkosalkion.
Todistus. Merkitdan yhtélon oikeanpuoleista joukkoa H:lla. S C H ja koska
H < @G, saamme (S) C H. Toisaalta, jos M on miki tahansa aliryhmé,

joka sisdltééd joukon S, niin siséltdd aliryhmé M kaikki tulot, jotka saadaan
muodostettua joukosta S, joten H < M, kaikille S C M < G. Niinpa

HC () H=(S)
SCM<LG

]

Esimerkki 4.5. Alkiot r ja a virittivit edellisen luvun esimerkissé ryhmén
Dg. Ryhma Dg on siis kahden alkion virittdma.

Huomaa, ettd ryhmalla voi olla monta virittajajoukkoa. Virittajajouk-
koa kutsutaan minimaaliseksi, jos jonkun alkion poisto tarkoittaa sité, etté
ryhma ei endd virity. Myoskdan minimaalinen virittajéjoukko ei ole yksiké-
sitteinen. Minimaalinen ei tarkoita, ettéd alkioitten mé&éara olisi minimaalinen.
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Tehtédva 25. (i) Mitkéd alkiot virittévit dédrettomén syklisen ryhmén Z7
(ii) Etsi ryhmén S3 minimaaliset virittajajoukot.

(ili) Osoita, ettd kumpikin joukko (12),(13),(14) ja (12),(1234) ovat ryh-
mén S, minimaalinen virittdjajoukko. Loydatko vield lisdd minimaalisia
virittdjajoukkoja? Yleista tulos koskemaan kaikkia ryhmia S,,.

4.3 Vapaa Abelin ryhma

Olkoon G ryhmaéluokka (esimerkiksi kaikki ryhmét, Abelin ryhmét, ratkea-
vat ryhmaét, dérelliset ryhmét). Olkoon G miké tahansa ryhmé luokassa G,
joka on joukon {a; : i € I} virittdméa. Ryhméaa F' := (z; : i € I) kutsutaan
vapaaksi luokassa G jos jokainen virittdjakuvaus z; +— a; laajenee ryhma-
homomorfismiksi ' — G . Toisinaan ryhméa F' kutsutaan myds joukon
{z; 1 i € I} vapaasti virittdméksi. Indeksijoukon / mahtavuutta kutsutaan
vapaan ryhman rankiksi. Rankki voi olla darellinen tai dareton.

Intuitiivisesti ajatellen vapaa ryhmé on siis sellainen ryhmaé, jossa ei ole
yhtéan relaatioita virittajien valilla. Koska jos, sanokaamme zix5 = 1 ryh-
méssa F, voi olla, ettd kuvaus x; — a; ei ole homomorfismi, jos ryhméssa G
ajag # 1.

Kaikki ryhmaluokat eivat sisdlla vapaata ryhmaa. Kaikkien ryhmien luok-
ka sisdltdd vapaan ryhmén, jota kisittelemme myShemmin talld kurssilla.
My6s Abelin ryhmét sisédltdvit vapaan ryhmén. Abelin ryhmissd yleensé
kiytetdan additiivista merkintdtapaa. Siksi yleensd merkitsemme dareton-
td syklistd ryhmaa nimelld Z, emmekd Cy. Edelld kasitellyt suorat tulot
ymmaérretadn talla merkintatavalla suoriksi summiksi. Huomaa, etté additii-
visessa merkinnéssd ¢" on muodossa ng, ja jokaista suoran summan alkiot
merkitddn a = ) ngay, eikd (ai?,...,a%).

Lemma 4.6. Olkoon G Abelin ryhmd. Oletamme, etti tekijiryhmd G /N
hajoaa darettomien syklisten ryhmien suoraksi summaksi

G/N:@(Ai/N)y

i€l
A; = (a;+ N). Silloin G on aliryhmiensd N ja A = {(a; : i € I) suora summa.

Todistus. Ensiksikin huomaamme, ettd G = N + A. Oletetaan ristiriitaa
varten, ettd A[)N:ssa on epétriviaali alkio a. Talléin a = ) nga,,, koska
taméa alkio kuuluu A:n. Kun siirrytédén tekijaryhméén G/N saadaan

N:a+N:Z(nkaik+N),
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(koska a € N) ja nyt seuraa suoran summan méaaritelmésté, etta nga; +N =
N kaikilla k. Koska A;, /N on &dreton syklinen ryhmé, téstd seuraa, ettd
jokainen nj = 0, mutta silloin @ = 0, mikéd on vaadittu ristiriita. O

Lause 4.7. Abelin ryhmien luokassa vapaat ryhmdt ovat tasmdlleen ddretto-
maien syklisten ryhmien suoria summia.

Todistus. Olkoon G = @D, ,(z;) dérettémien syklisten ryhmien (z;) suora
summa, ja olkoon A miki tahansa ryhmaé, jonka virittdjat ovat a;,i € I. Nyt
voimme luonnollisella tavalla laajentaa virittdjakuvauksen x; — a; ryhmaée-
pimorfismiksi Y ngx;, +— Y nga;, . Olemme siis todistaneet, ettd G on vapaa
Abelin ryhmé, jonka rankki on dédrettomien syklisten ryhmien méaara.
Olkoon G nyt vapaa Abelin ryhméa ja {x; : ¢ € [} vapaa virittdja-
joukko télle ryhmaélle. Vapaan ryhmén maéaaritelmén mukaan, on olemas-
sa epimorfismi 7 ryhmaéstd F' dédrettomien syklisten ryhmien suoraan sum-
maan A = @, ,(a;), joka laajentaa virittdjikuvauksen z; +— a; ryhmée-
pimorfismiksi. Ensimmaéisen isomorfialauseen perusteella F/N = A, jossa
N = Ker(r), joten tekijaryhmé F'/N hajoaa (i.e. on sisdisesti isomorfinen)
aarettomien syklisten ryhmien (x; + N),i € I suoraksi summaksi. Edellisen
lemman perusteella ' = N @ B, jossa B = (z; : i € I). Kuitenkin aliryhmé
B on saman joukon {x; : i € I} virittdmé kuin F', joten homomorfismin 7
ytimen N pitda olla nolla, joten homomorfismi 7 olikin isomorfismi. O]

Tamaé todistus myos osoittaa, ettd vapaan Abelin ryhmén rankki ei riipu
ryhmaén kannasta. Ryhmén rankki riippuu vain siitd, miten monen aaretto-
mén syklisen ryhmén suora summa vapaa Abelin ryhmé on.

4.4 Adsrellisesti viritetyt Abelin ryhmit

Lause 4.8 (Abelin ryhmien peruslause). Olkoon F, vapaa Abelin ryhmd,
jonka rankki n on ddrellinen, ja olkoon 0 # A < F,,. Silloin A on vapaa, ja
ryhmilla A ja F,, on kannat {aq,...,ar} ja {f1,..., fu}, joilla on seuraavat
ominaisuudet: k < n, a; = m; f; kaikille 1 < i < k ja m; jakaa m;y1:n, kun
1<i<k-1.

Todistus. Todistus on induktio ryhmén £, rankin suhteen. Jos n = 1, on
ryhmaé syklinen ja isomorfinen Z:n kanssa, joten véite on tosi. Olkoon n > 1.
Oletetaan nyt, ettd viite on totta vapaille Abelin ryhmille, joiden rankki on
n—1.

Huomaamme ensin, ettd jos {z1,...,x,} on mikd tahansa ryhmén £,
(jarjestetty) kanta, ja a miké tahansa F),:n alkio, silloin on olemassa yksiké-
sitteinen kokonaislukujen &nnakko (¢4, ...,¢,), joka méarittaa

a=1t1x1+ -+ thTn,
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tdmén kannan suhteen.

Valitaan nyt joku kanta ja a; € A, siten ettéd, tdmén kannan &nnékon
ensimmainen kerroin on positiivinen ja pienin mahdollinen, kutsutaan taté
nimelld m;. Merkitddn tatd uutta kantaa {b;,...,b,}, joten

a1 = mlbl + thQ + -+ tnbn

Haluamme todistaa, ettd m; jakaa kaikki kertoimet t;. Jakoyhtélon pe-
rusteella, voimme kirjoittaa t; = ¢;mq + r;, (0 < r; < my). Maaritellddn uusi
kanta

{fi =01+ @by + -+ qubp, ba, ..., by} (1)

Tamén kannan suhteen a; = my f1 +robo+- - - +7,b,. Koska olimme valinneet
my:n minimaaliseksi, jokainen r; = 0. Niinpa a; = mq f;.

Kirjoitetaan B = A() F,,_1, jossa F,,_1 = (bs,...,b,). Alomme todistaa,
ettd A on aliryhmiensé (a;) ja B:n suora summa. Koska (a;) (| B = 0, riittaa
todistaa, ettd A = a; + B. Jos a = mf; +b € A missd b € F,,_1 ja taas
jakoyhtéakon perusteella m = gmy + 7, (0 < r < m;) . Tarkastelemme alkiota
a—qay =mfi+b—qar = (gmi+7)fi +b—q(lmifi) =rfi +b€ A, joten
silld on esitys kannassa (1). Jakoyhtdkon perusteella kanta-alkion f; kerroin
on r < my, joten r = 0. Tésta seuraa, ettd b =a — qa; € A ja b € B. Koska
a oli mielivaltainen A:n alkio, saamme

A: <CL1>@B

Induktiivisen hypoteesin perusteella aliryhmélla B ja ryhmalla F,_; on
kannat {ag,...ar} ja {fo,..., fu}, missd k < n, a; = m;f;,(2 < i < k) ja
m; | miyq kaikille 2 < i < k. Luonnollisesti joukot {ay,...,a,}ja{f1,..., fu}
ovat kannat ryhmille A ja F,. Jotta ndmé kannat toteuttavat halutut omi-
naisuudet, riittdd todistaa, ettd my | mo.

Olkoon my = gmq + 7, 0 < r < my. Jos kirjoitamme alkion ay —a; € A
uuden kannan {Gf2 — f1, fo, ..., fn} mukaisesti, saamme

ag — ay = mi(qGfa — f1) +7fo.

Koska fo:n kerroin on 7 < my, voimme paételld, kuten aina ennenkin, etté
7 =0, joten my | my, kuten vaadittua. ]

Lause 4.9. Jokainen darellisesti viritetty Abelin ryhmd on syklisten aliryh-
mien suora summa. Fli se voidaan kirjoittaa muotoon

A=C, PC..P - PC.PzPzPH - Pz

jossa 1 < my | mg | mg | -+ | mi # 0. Hajotelmassa m;:t on mddritelty
yksikdsitteisesti, kuten myds dadrettomien syklisten ryhmien Z mddra, jota
kutsutaan ddarettomdn Abelin ryhmdan torsio-vapaaksi rankiksi..
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Todistus. Olkoon G &irellisesti viritetty Abelin ryhmaé, jonka virittdd n al-
kiota. Silloin G on isomorfinen jonkun vapaan ryhmén F, tekijaryhmén
F,,/A kanssa. Edellisen lauseen perusteella, ryhmét F), ja A sisdltavit kan-
nat fi,..., fn, ja ay,...,a, jolle patee a; = m;f; kaikille 1 < i < k. Koska
G = F, /A, lauseen todistukseen riittdd osoittaa, ettd F, /A on syklisten ali-
ryhmiensa < f; + A > suora summa.

Ensiksikin, on selvéd, ettd F, /A on aliryhmien < f;+ A > virittdmé. Seu-
raavaksi oletamme, ettd nolla-alkio tekijaryhmaéssia F,, /A voidaan kirjoittaa
muotoon A = [y f1+- - -+, f,+A. Tasté seuraa, ettd l; f1+-- -+, f, = a € A.
Kun kirjoitamme alkion a ylldolevan A:n kannan mukaan ja kidytdmme yh-
talod a; = m; f;, voimme kirjoittaa seuraavat yhtéalot

Wit lnfo=s100+ -+ spap = symafi + -+ sy fi

Koska jokainen alkio voidaan esittda yksikasitteisesti vapaitten generaatto-
rien f; avulla, saamme, ettd [; = s;m; (1 <i<k),l; =0,k <j<n.

Tamé kuitenkin tarkoittaa, ettd kaikki alkiot [;f; kuuluvat A:mn, eli
l;fi+A = A. Tama antaa vaaditun yksikésitteisyyden nolla-alkion esitykselle
aliryhmén < f; + A > alkioitten summana. O]

Esimerkki 4.10. Kuinka monta Abelin ryhmé&é on, joiden kertaluku on
243 = 357 Abelin ryhmien peruslauseen nojalla, kukin téllainen ryhmi A =

Co, D - PCy, missidy | dy |-+ | di, ja didy...dp = 3. Vaihtoehdot ovat

;PP s PP cs
s es PP e

Cs 6P o P Co

Cs P P O

Co P Cor

Cs P C

Cous
Ryhmia on siis tasmélleen yhté paljon kuin luvun 5 osituksia.
Tehtiava 26. 1. Luokittele Abelin ryhmét, joiden koko on 60.
2. Kuinka monta Abelin ryhmii on, joiden koko on 1777

3. Kuinka monta Abelin ryhméé on, joiden koko on 2197
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4.5 Vapaitten Abelin ryhmien aliryhmat

Asrettomalld syklisells ryhmélld Z on vain yksi aliryhmé kutakin dérellisté
indeksié n, eli tietysti nZ. Kuinka monta aliryhmé# on Z?:ssa? Luokittelu ei
Adrettomien ryhmien tapauksessa ole jarkevid, tai mahdollista. A#rellisesti
viritetyisséd ryhmissd voimme kuitenkin laskea aliryhmien mé&aran indeksin
mukaan.

Maéritelma 4.11. Madritellddan funktio a,(G) kirjoittamaan muistiin nii-
den aliryhmien méaara, joiden indeksi on tédsmaélleen n.

Esimerkki 4.12. Ylldolevan nojalla a,(Z) = 1 kaikille n > 1, koska jokaista
indeksia kohden on tasmalleen yksi aliryhma.

Tarkastelemme Z P Z:m aliryhmid. Kuinka monta niitd on kutakin in-
deksid n? Ensimméinen epétriviaalitapaus on indeksi 2. Ainakin 2Z P Z ja
Z P 27 ovat kumpainenkin indeksiltdan kaksi. Onko muita? Itseasiassa on
viela kolmas aliryhmaé, jonka indeksi on kaksi. Huomaa nimittéin, ettd suo-
ran summan (tai tulon) kaikki aliryhmét eivéit ole yksinkertaisesti pelkés-
tddn jommankumman komponentin aliryhmid. Muistamme, etté esimerkissé
Cs x C5 16ysimme yhteensé kolme aliryhméé, jotka olivat indeksiltdan kaksi
ja isomorfisia Cq:n kanssa, eli (1,0),(0,1),(1,1) generoimat aliryhmét. Vain
kaksi ensimmaéistd saadan suoraan komponenttien aliryhména. Tarvitsemme
jareampia tyokaluja.

Ensiksikin olemme todistaneet Lauseessa 4.8, etté jos A on vapaan Abelin
ryhmén Fj aliryhmé, on A:n kanta on rankiltaan pienempi tai yhtasuuri
kuin k. Eli téssé tapauksessa Z @ Z:n aliryhmén virittad korkeintaan kaksi
alkiota. Koska tarkastelemme aliryhmia, joiden indeksi on &darellinen luku
n, huomaamme, ettd yhden alkion virittdma aliryhmé ei kelpaa, silld sen
tekijaryhmé on &dreton, Z € Z/m7Z ja néin ollen my6s indeksi on déreton.
Adrellistd indeksié olevan aliryhmién tulee siis kahden alkion virittdma.

Voimme esittad taman kannan 2 x 2-matriisin lineaarisesti riippumattomi-
na riveiné (ajattele taas vektoriavaruuksia ja aliavaruuksia), joten ongelma
kutistuu matriisien laskemiseen joukossa My(Z). On toisaalta mahdollista,
ettd kaksi matriisia M ja N virittaviat saman aliryvhmén, mutta eri kannas-
sa. Tama tapahtuu tasmélleen silloin kun voimme riviredusoita (vastaa kan-
nan vaihtoa) kummankin matriisin samaksi yldkolmiomatriisiksi. Huomaa,
ettd riviredusoinnissa Z:n yli saa kertoa matriisin rivin vain +1:114 (tdmé on
edelleen kanta), vaihtaa rivien jarjestystd (uudelleenjirjestdd kannan) ja li-
satd kokonaisluku-kertaa rivin toiseen riviin (osoita, etta tamékin on kanta).
Kaikki ndmé operaatiot pitdvét matriisin determinantin vakiona, ja matrii-
sin determinantti maédraa tdsmalleen aliryhmén indeksin. Nailla operaatioilla
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(erityisesti jakoyht&lod kiyttadmalla), kukin matriisi saadaan yldkolmiomuo-

toon
mip Mi2
O oo ’

missd 0 < mys < mag. Joten téllaiset ylakolmiomatriisit siis esittévat kun-
kin aliryvhméan yksikasitteisesti. Tallaisen matriisin determinantti on tie-
tysti mqymaes, joten indeksid kaksi olevat aliryhmét ovat sellaisia, joissa
miimes = 2. Jos valitsemme m;1 = 1, niin myy = 2, mika jattaéd alkiolle
myo kaksi vaihtoehtoa. Jos my; = 2 ja mgy = 1, on mys = 0, joten on vain
yksi vaihtoehto. Yhteensa on kolme vaihtoehtoa.

Yleisemmin saamme kertoimeksi a,(n) = o(n).

Maaritelma 4.13. Olkoon n luonnollinen luku. Maéarittelemme funktion
o(n) laskemaan niiden luonnollisten lukujen summan, jotka jakavat luvun n.
Esimerkiksi o(p) = p + 1 kaikille alkuluvuille p ja o(p™) =14+ p+ -+ + p".
Toisaalta 0(6) = 1+2+ 346 = 10.

Tehtéva 27. Osoita, ettd o on multiplikatiivinen, eli jos (n,m) = 1, silloin
o(nm) = o(n)o(m).

Tehtava 28. Numeroimalla sopivat kaksi kertaa kaksi ylakolmiomatriisit, to-
dista, ettd ryhmélle Z @ Z, funktio a,(n) = o(n). Helpointa on varmastikin
lahted pienisté erikoistapauksista liikkeelle.

4.5.1 Esseen aihe

Jos haluamme laskea aliryhmii yleisemmin Z<:ssi, on hyddyllistd médritells
generoiva funktio

(za(s) = Z ann”®,
n=1

missé kertoimet a,, ovat kuten méaaritelméssa 4.11, ja s € C. Tama voidaan
aluksi mieltdé formaalina summana, mutta itseasiassa Abelin ryhmille tdma
funktio suppenee aina kun R(s) > d.

Esimerkki 4.14. Laskujemme nojalla

Gals) =Y n~* =((s),

joka on siis Riemannin zeeta-funktio. Toisaalta

Cra(s) = D _o(n)n™* = ((s)¢(s — 1).

n=1
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Todista, etta

Cza(s) = C(s)C(s = 1) ... C(s — (d = 1)).

Talle tulokselle on ainakin viisi todistusta. Osoita myos, etta télla funktiol-
la on Eulerin tulo, sekd ryhmaéteoreettisesti, ettd lukuteoreettisesti. Maéa-
rittele aliryhméin kasvu ja sen indeksi. Lahteeksi sopii esim. du Sautoy,
The quest for order vs flight from ennui. Artikkelin 16ytaa verkosta sivul-
ta www.maths.ox.ac.uk/ dusautoy/newright.htm valikosta Preprints.
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5 Platonin kappaleet ja niiden symmetriaryh-

mat

Ensimmaisissa luvussa kasittelimme ryhméteorian peruskonsepteja niin kuin
ne on 1800- ja 1900-luvuilla méaritelty. Nyt palaamme ajassa taaksepdin, ja
tutkimme, mitéd antiikin kreikkalaiset tiesiviat symmetriasta.

Pythagoras tunsi kolme sddnnollistd kolmiulotteista kappaletta. Kuutio
ja tetraedri olivat hyvin tuttuja, ja ndiden perusteella hin myohemmin kon-
struoi myos dodekaedrin.

Platon tai hinen oppilaansa lisdsivat joukkoon oktaedrin ja ikosaedrin,
sekd todistivat, ettd ndmé ovat ainoat sddnnolliset monitahokkaat kolmessa
ulottuvuudessa. On tavallaan mielenkiintoista, ettd Pythagoras ei konstruoi-
nut oktaedria, silld se on kuitenkin kuution duaalikappale.

Maaritelma 5.1. Platonin kappale on saénnoéllinen monitahokas, jonka tah-
kot ovat keskendén yhtenevié sddnnollisia monikulmioita, ja jonka jokaisesta
kérjesta ldhtee yhtd monta sarmaéa.

Lause 5.2. Platonin kappaleita on korkeintaan viisi.

Todistus. Oletetaan, ettd sddnnollinen monikulmio on n-kulmio, ja jokaises-
ta kérjesta lahtee k sdrméa. Todistamme, ettd mahdollisia pareja (n, k) on
korkeintaan viisi.

Merkitaan saannollisen n-kulmion sisdkulmaa a:lla, ja tdméan komple-
menttikulmaa G:lla. Talloin 3 = 2%, joten a« =7 — § = w(1 — 2).

Jokaisesta kirjestd ldhtee k sdrméd. Koska namé sidrméat eivat kohtaa
tasossa, saamme epéayhtalon ka < 27, josta seuraa

2
1—— 2
km( n)< s

k(n—2) <2n
(k—2)(n—2) < 4.

Koska monitahokas on kolmiulotteinen, k,n > 3. Ainoat koko-
naislukuparit  (n,k), jotka toteuttavat ylldolevan epéyhtélon ovat
(3,3),(3,4),(4,3),(3,5), (5, 3). ]

Merkitadn K monitahokkaan kidrkien maardd, S sarmien lukumaéraé ja
T tahkojen lukuméérad. Kokoamme taulukkoon ylldolevat viisi lukuparia,
seka karkien, sdrmien ja tahkojen maéra kullekin monitahokkaalle.
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Taulukko 5: Platonin kappaleet

nimi K|S |T |nlk
tetraedri 4 |6 |4 |33
kuutio 8 |1216 |43
oktaedri 6 128 |34
dodekaedri | 20 | 30 | 12 | 5 | 3
ikosaedri 121301203 |5

Huomautus 5.3. Platonin kappaleet toteuttavat Eulerin kaavan K — .S +
T = 2. Tamén nakee helpohkosti projisoimalla kunkin kappaleen tasoon
planaariverkoksi.

Koska Platonin kappaleet eldvat kolmiuloitteisessa avaruudessa on niiden
symmetriaryhmé dérellinen GL3(R):m aliryhmé. Symmetriaryhmé ei myos-
kidan saa muuttaa etdisyyksia joten ainoastaan alkiot, joiden determinant-
ti on 1 kelpaavat. Jos rajoitamme etsintdmme vain kiertosymmetrioihin,
voimme tutkia vain SL3(R):n #érellisid aliryhmiin. Helpoiten hahmotamme
ndma ryhmat kuitenkin ryhmén toimintojen ja ratojen avulla kuten alkusa-
noissa mainittiin. Joten ennen kuin padsemme kasiksi ryhmiin, tarvitsemme
lisdé teoriaa. Jotkut teistd varmasti oppivat ndmé asiat jo Algebra Il:ssa,
mutta kertaus ei liene pahitteeksi.

Esimerkkiné toiminnasta katsokaamme sddnnéllisia monitahokkaita seu-
raavasta nakokulmasta. Huomaamme yleisesti, ettd mikéa tahansa symmetria,
jonka determinantti on 1, on kierto jonkun suoran L ympari. Jos symmetria
on epatriviaali, tdmé suora L leikkaa Platonin kappaleen pinnan tésmélleen
kahdessa pisteessé P ja (). Mita vaihtoehtoja on pisteelle P?

Oletetaan ettd P on jollain tietylla sivutahkolla. Silloin se voi olla kérjes-
sd, sarmalld tai tahkon sisdpinnassa. Jos P on sdrmalld, mutta ei kérjessé,
huomaamme ensin, ettd kiertosymmetria kiinnittda seka pisteen P etté sér-
maén, jolla P sijaitsee, mutta se vaihtaa sdrmén péissi olevat kéirjet (muussa
tapauksessa symmetria ei ole kierto), joten P:n pitdd olla sdrmén keskipis-
teessa.

Samalla tavalla voimme argumentoida, ettd jos P on tahkon sisépinnalla,
on sen pakko olla tahkon keskipisteessa.

Maaritelma 5.4. Olkoon G ryhmaé ja 2 joukko. Ryhméa G toimii joukossa
(2, jos on olemassa kuvaus 2 x G — €2, jossa (w, g) — w * g joka toteuttaa
seuraavat ehdot: (i)

w*xl=w
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(i1)
w(gh) = (wxg)*h
Tata kutsutaan vasemmaksi toiminnaksi, koska kohdassa (ii) vasemman-

puoleinen alkio toimii ensin. Oikeanpuoleinen toiminta maéritellaén vastaa-
valla tavalla.

Lemma 5.5. Toimikoon G joukossa ). Talldin jokainen g € G indusoi
kuvauksen
g Q—Q,

ar— axg

joka mddarittid joukon 0 permutaation.
Tdaman lisdksi, kuvaus
¢: G— Sym(Q)
g o

on ryhmdhomomorfismi. Tdtd kutsutaan myés G:n permutaatioesitykseksi.t

Todistus. On selvad, etta kuvauksen ¢, kidnteiskuvaus on ¢,-1, koska jokai-
selle o € () patee

l—axl=aqa.

A(Pgpg—1) = (a*xg)xg ' =a*xg*g™
Olemme todistaneet, ettd kuvaus ¢, : 2 — Q on bijektio, ja nédin ollen se
on permutaation maaritelman mukaan €2:n permutaatio. Ryhmén toiminnan
mééritelmén kohdasta (i) seuraa, etta

0(9192) = bgig0 = Py Do = 9(91)9(92),
joten ¢ : G — Sym()) on homomorfismi. O

Tehtava 29. 1. Olkoon G ryhmé, G toimii itsessdén konjugaation kaut-
ta. Tarkemmin, kiinnitetddn h € G, nyt jokaiselle g € G toiminta mé&a-
ritellisin g — h~'gh kautta. Osoita, etté tAmi on toiminta. Onko timéi
vasen vai oikea? Jos haluamme maéaéritelld vastakkaistoiminnan, mika
on oikea maéaritelméa?

IPermutaatioesitykset ovat térkeiti esitysteoriassa. Valitettavasti talli kurssilla meill
ei ole aikaa perehtyd ryhmien esitysteoriaan. Jos joku haluaa, voi tésté aiheesta laatia
esseen.

31



2. Olkoon GL,(R) kiéntyvien n X n-matriisien ryhméi. Maérittele
GL,(R):lle luonnollinen toiminta avaruudessa R™ ja osoita, ettd té-
mé on toiminta. Miten toimii ortogonaalisten matriisien ryhmé O,,(R)
avaruudessa R".

3. G toimii omissa sivuluokissaan. Tarkemmin, olkoon H < (G, ja olkoon
(G : H) oikeitten sivuluokkien joukko. Méérittelemme toiminnan

Hxxg= Huxg.
Osoita, ettd tdma on toiminta.

4. Olkoon D, diedriryhmé. Osoita, ettd tdmé toimii sddnndllisen n-
kulmion symmetriaryhmana.

Monet ryhméteorian lauseet on helppo todistaa toimintojen avulla. Téssa
yksi esimerkki klassisesta lauseesta.

Lause 5.6 (Cayley). Jokainen dadrellinen ryhmd G, jonka kertaluku on pie-
nempi tai yhtdsuuri kuin n, on ryhman S, aliryhmd.

Todistus. Jos k < n, on Sy < 5,. Todistukseen riittdd, ettd oletamme G:n
kertaluvun olevan tasan n. Nyt meiddn taytyy endéd osoittaa, ettd ryhmé,
jonka kertaluku on n on symmetrisen ryhmén S, aliryhmé. Voimme mééri-
telld G-toiminnan triviaalin aliryvhmén {1} sivuluokissa. N&ita sivuluokkia on
luonnollisesti n kappaletta ja ne vastaavat G:n alkioita. Y14 olevan lemman
perusteella toiminta maarittelee homomorfismin ¢ : G — S,,. Homomorfis-
min ytimeen kuuluvat sellaiset G:n alkiot, jotka kiinnittévét jokaisen sivu-
luokan. Néin ollen vain ykkosalkio kuuluu ytimeen ja kuvaus ¢ on injektio.
Téasté seuraa ensimmaisen isomorfialauseen perusteella

G=2G/{1}=G/Kerg = Imo < S,.
[

Olkoon H < G. Jos G toimii joukossa €2, myos H maérittda toiminnan
joukossa 2. Tama aliryvhmén toiminta hajottaa joskus 2:n palasiksi. Kut-
summe tata toimintaa H-toiminnaksi.

Maaritelma 5.7. Olkoon G ryhmé, ja toimikoon se joukossa 2. Olkoon
H < G. Kun w € ), silloin w:n rata H-toiminnassa on

orbg(w) ={wxg:g€ H}
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Propositio 5.8. Kun G toimii joukossa Q) ja H < G, joukko €2 hajoaa H -
ratojen pistevieraaksi unioniksi.

Todistus. Tehtédva. Kaytiin luennolla 1api. O]

Maaritelma 5.9. Kutsumme ryhméan G toimintaa joukossa () transitiivi-
seksi, jos jokaiselle wy,wy € €2, on olemassa g € G ja wy *x g = wo.

Jos jokaiselle parille patee sama kuin ylld, kutsumme toimintaa 2-
transitiiviseksi, ja edelleen n-transitiiviseksi.

Maaritelma 5.10. Toimikoon ryhmé G joukossa €2, ja olkoon w € Q2. Alkion
w vakauttaja on joukko

G,={9€eG:wxg=w}.

Maaritelma 5.11. Ryhmén G toimintaa joukossa (2 kutsutaan uskolliseksi,
jos ainoa alkio g € G, jolle pétee w *x g = w kaikille w € Q on g = 1.

Tehtava 30. 1. Osoita, ettd G, on G:n aliryhma.

2. Olkoon w = a * g, kun G toimii (2:ssa. Osoita, ettd G, ja G, ovat
toistensa konjugaatteja.

3. Toimikoon G joukossa 2 = G konjugoimalla. Osoita, ettd alkion w
vakauttaja on alkion keskittaja.

4. Osoita, ettd G:n toiminta oikeissa sivuluokissaan on transitiivinen, ja
maéarittele sivuluokkien H ja Hg vakauttajat.

Maéritelma 5.12. Toiminnan ydin on G(q) = NaenGa.

Tehtava 31. Osoita, ettd toiminta on uskollinen, jos toiminnan ydin on
triviaali.

Yksi hyodyllisimmistéa lausesta ryhméteoriassa on rata-vakauttajalause.

Lause 5.13. Olkoon G ddrellinen ryhma ja ) darellinen joukko. Kun G
toimii ):ssa, jokaiselle o € ), on voimassa

|Orbg ()| = |G : Stabg(a)|.

Maaritelladn ensin morfismi kahden toiminnan valilla.
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Maaritelma 5.14. Kun ryhmé G toimii joukoissa €2 ja A kuvaus
P — A

on G-morfismi, jos
(a*qg) =arhxa g,
kaikille € Q,¢g € G. Kuvausta ¢ kutsutaan G-isomorfismiksi, jos se on
bijektiivinen.
Tamén jalkeen rata-vakauttajalause seuraa seuraavasta lemmasta.

Lemma 5.15. Jos G toimii transitiivisesti (2:ssa ja w € (). Pisteen w va-
kauttajaa merkitian G. Silloin G:n toiminta €2:ssa ja G:n toiminta G, :n
swuluokissa (G : G,) ovat isomorfisia.

Todistus. Maéritelladan kuvaus ¢ : Q — (G : G,,) lahettamélld wr — G x.
Tama kuvaus on hyvinmaaritelty ja injektiivinen, silla

1 -1
WT = Wy & writ, =w & nr, € G, e Gury = G,ur,.

Kuvaus on myos selvésti surjektiivinen. Lopuksi tarkistetaan, ettd se on G-
morfismi:

(wz) * )Y = (W zg)Y = Guzg = (Gur)g = (WT)Y * g
kaikille pisteille wx € €. O
Todistetaan nyt rata-vakauttajalause.

Todistus. Olkoon « € €2, ja toimikoon G joukossa Orbg(a). Témé toiminta
on luonnollisesti transitiivinen, silla mikd tahansa radan alkio g, voidaan
kuvata mihin tahansa toiseen saman radan alkioon ag.:n kiayttamalla alkiota
g7 'g2. Nyt edellisen lemman perusteella G:n toiminnat radalla Orbg(a) ja
G4:n sivuluokissa ovat isomorfiset, joten néiden kahden joukon vililla on
bijektiivinen kuvaus. Tésté seuraa

|Orb(a) =[G : G,
[

Yksi sovellutus rata-vakauttajalauseelle on Cauchyn lause. Tama voidaan
niahdéa erddanlaisena Lagrangen lauseen kidénteistuloksena.

Lause 5.16 (Cauchyn lause). Jakakoon p ryhmdn kertaluvun |G|. Tdalloin G
sisdltad alkion, jonka kertaluku on p.
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Todistus. Méadritellaan Q = {(z1,...,2,) 1 2; € Gjaxizy... 2, = 1}. Olkoon
H = (o) = C,, missé o toimii {2:ssa

o (z1,...,2p) = (z2,...,2p,11).

Rata-vakauttajalause sanoo, ettd H-radan mahtavuus jakaa H:n kertaluvun.
Niinpd saamme, ettd H-radan mahtavuus on joko 1 tai p. Lisdksi |2 =
|G|P~!, koska voimme valita ensimmiiset p — 1 alkiota vapaasti. Nyt p jakaa
|G|:n, jakaa p myo6s |2|:n. Siispa © on H-ratojen pistevieras unioni, ja kukin
radoista on joko kokoa p tai 1. Huomaa, ettd (1,1,...,1) muodostaa oman
ratansa, joten ainakin yksi rata on mahtavuutta yksi. Olkoon kokoa yksi
olevien ratojen maéra a ja kokoa p olevien ratojen lukumééara b. Silloin || =
a-140b-p. Koska p jakaa |€2|:n, jakaa p my6s a:n. Niinpd on olemassa ainakin
p rataa, joiden koko on 1. Jotta a:n rata olisi kokoa 1, taytyy olla niin, etta
Ty =2y = - = x, # 1. Mutta z129-- 2, = 1, joten 2§ = 1 ja olemme
loytaneet alkion, jonka kertaluku on p. O]

Maaritelma 5.17. Ryhméan G keskus on joukko
{9 € G:gh=hgVheG}.

Téasta huomaamme heti, ettd ykkosalkio kuuluu ryhmén keskukseen. Toi-
sinaan ryhmaéan keskus on kuitenkin ykkdsalkiota suurempi.

Tehtava 32. (i) Osoita, ettd keskus on normaali aliryhmé.

(ii) Imitoimalla ylldolevaa todistusta, osoita, ettd p-ryhmén keskus on epét-
riviaali (suurempi kuin ykkosalkio). Téssé tarvittava toiminta on kon-
jugaatiotoiminta.

Rata-vakauttajalauseen avulla pystymme nyt tutkimaan Platonin kappa-
leiden symmetriaryhmié tarkemmin.

5.1 Ryhma 5,

Tutkimme ryhméa S,. Tama on neljan alkion joukon permutaatioryhmaé. Nel-
jé alkiota voidaan permutoida yhteensid 4! = 24 eri tavalla. Niinpé joukossa
S, on yhteensa 24 alkiota. Symmetriselle ryhmélle on olemassa erityinen ta-
pa merkité alkioita, eli syklinotaatio, jossa alkiot esitetdan erillisten syklien
tulona.

Esimerkki 5.18. Permutaatiot

1 2 3 4 1 2 3 4
341 2)'\ 3 2 41
voidaan syklinotaatiossa kirjoittaa muotoon (13)(24) ja (134).
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Kutsumme syklid, jonka pituus on kaksi, transpositioksi. Voimme hajot-
taa jokaisen m:n pituisen syklin aina transpositioiden (ei vélttaméatta erillis-
ten) tuloksi. Jos transpositiohajotelmassa on parillinen mééré termejé, kut-
summe permutaatiota parilliseksi, muussa tapauksessa parittomaksi. Molem-
mat ylldolevat permutaatiot ovat parillisia, silld (134) = (13)(34).

Maaritelma 5.19. Symmetrisen ryhmén alkion syklityyppi méaraytyy sen
alkiovieraan syklihajotelman perusteella. Syklityyppi listaa yksinkertaisesti
eripituisten syklien méaarat.

Esimerkki 5.20. Alkion (14) syklityyppi on 2, kun taas alkion
(125)(346)(78)(9) syklityyppi on 32,2, 1, huomaa, etti 3-+3+2+1=9. Monesti
ykkossykleja ei kirjoiteta ollenkaan.

Lause 5.21. Kaksi symmetrisen ryhman S, alkiota ovat toistensa konju-
gaatteja, jos ja vain jos nuilld on sama syklityyppi.

Todistus. Olkoon (aj...a,,) m-sykli ja p € S,, silloin p~'(a;...an)p =
(@1p ... amp) (vakuutu téstd esimerkkien avulla).
Olkoon nyt 7 = 77 ... 7, syklihajotelma. Silloin

prTp=p . Tep = p PP Tap . p T T,

missi jokainen p~17;p on sykli, jonka pituus on sama kuin 7;:n pituus. Niinpi
p~trp~tlla ja 7:lla on sama syklityyppi.

Jos taas 7:lla ja o:lla on sama syklityyppi, meidan taytyy konstruoida p,
joka konjugoi ndmé alkiot keskenaén. Kirjoitetaan 7 ja o sellaiseen jarjestyk-
seen, ettd samanpituiset syklit ovat samassa jirjestyksessa.

o =(ar...an)(@ms1---ar)(@rg1...)()

T = (blbm)<bm+1br)(br+1)()

Nyt luomme alkion p kuvaamaan a; — b; mukaan lukien ykkossyklit. Tallai-
nen p permutoi {1,...,n} ja on siis ryhmén S, alkio, kuten vaadittua. [

Tehtava 33. Osoita, ettd ryhmén S, parilliset permutaatiot muodostavat
normaalin aliryhmén A, jota kutsutaan alternoivaksi ryhmiksi. 2 Osoita,
ettd tasan puolet S,:n alkioista on parillisia, ja péadttele, ettd A,:n indeksi
on kaksi.

Huomautus 5.22. Syklityyppi ei méaritd konjugaatiota alternoivassa ryh-
méssé. Joskus S,:n konjugaatioluokat, voivat hajota, kun konjugoimme niité
ryhméssé A,.

2Minun mielesténi parempi termi olisi kutsua sitd vuorottelevaksi ryhméksi. Tai vuo-
rotteluryhmaéksi.
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Tehtéva 34. Etsi alkion (123) konjugaatit ryhméssa Ay.

Kokoamme taulukkoon S;:n alkiot konjugaatioluokkien mukaan

Taulukko 6: Ryhmén S, alkiot

Konjugaatioluokka | 1 2 3 4 D
edustaja 1 (12) (12)(34) (123) (1234)
alkion kertaluku 1 2 2 3 4
konjugaattien maara | 1 6 3 8 6
keskittajan koko 24 4 8 3 4

Koska syklityyppi méaarittaa konjugaatioluokan, on luonnollista, etté nor-
maalit aliryhmét ovat konjugaatioluokkien yhdisteita. S,:ssé on kaksi nor-
maalia aliryhméaa. V, on konjuvaatioluokkien 1 ja 3 yhdiste ja alternoiva
ryhmé A4 on konjugaatioluokkien 1,3 ja 4 yhdiste.

Kokoamme my6s ryhmén A, vastaavat tiedot taulukkoon.

Taulukko 7: Ryhmén A, alkiot

Konjugaatioluokka | 1 2 3a 3b
edustaja 1 (12)(34) (123) (134)
alkion kertaluku 1 2 3 3
konjugaattien maara | 1 3 4 4
keskittajan koko 12 4 3 3

5.2 Platonin kappaleiden symmetriaryhmat

Lause 5.23. Kuution kiertosymmetriaryhmda on Sy.
Todistus. Etsimme siis ryhméa
G={g€SOB):g:Q— Q},

missé,

Q={(a,b,c):a,bce{l,—1}}.

Jaamme todistuksen kolmeen eri osaan.
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1. Aloitamme tarkastelemalla symmetriaryhmén kokoa. Koska symmet-
riaryhmé toimii transitiivisesti kuution kérjissad, ja jokaisen kérjen
vakauttaa kolme alkiota, saamme rata-vakauttajalauseen perusteella
ryhmén kooksi 24. Kérjen vakauttavat tdsmaélleen ne kierrot, joitten
symmetria-akseli menee kérjen lapi, ja diagonaalisesti toiseen karkeen.
Téamén akselin ympéri voimme kiertdd kuutiota joko 27/3 tai 47/3:m
verran sailyttden kuution symmetrian.

2. Toiseksi todistamme, ettd on olemassa homomorfismi ¢ : G — Sy.
Merkitadn S:11a kuution paddiagonaalien joukkoa

S = {(AA), (BB'), (CC"), (DD')}.

Miké tahansa kuution symmetriaryhméén kuuluva ¢ € G permutoi
naitd neljad diagonaalia. Joten GG indusoi toiminnan joukossa S joka

tuottaa homomorfismin ¢ : G — S;. Ensimmaéisen isomorfialauseen
perusteella Im¢o = G/ Kerg.

3. Viimeksi todistamme, ettd Ker¢ = 1, silld silloin homomorfismi on
injektio, ja koska |G| = |94/, tdstd seuraa, ettd se on isomorfismi.

Olkoon g € Ker¢. Tama tarkoittaa sitd, ettd g toimii triviaalisti jou-
kossa S, esimerkiksi se kuvaa {4, A’} — {A, A'}. Oletamme, etté
g # 1 ja menettamétta mitdan, voimme tarkemmin olettaa, ettd g ku-
vaa A:n A’:ksi. Nyt tarkastelemme B:td. B on kérki, joka on yhden sér-
mén péadssd A:sta, joten g:n pitda kuvata B johonkin sellaiseen kérkeen,
joka yhdistyy sarmélla A”:n. Muistamme, ettd g : {B, B’} — {B, B'},
joten g kuvaa B:n B’:ksi. Samalla tavalla g kuvaa C:n C":ksi ja D:n
D' :ksi.

Nyt muistamme, ettd g € SO(3), jonka alkioita voidaan ajatella myos
3 x 3-matriiseina. Sellainen 1-dimensioinen R*:n aliavaruus, joka sisil-
tad pisteet A ja A’ on jonkun g¢:n ominaisvektorin virittdma. Lisdksi téa-
méan ominaisvektorin ominaisarvo on —1. Sama on totta tietysti B, B,
C,C" ja D, D"1le. Kaikenkaikkiaan siis g:1l4 on kolme lineaarisesti riip-
pumatonta ominaisvektoria, joiden kaikkien ominaisarvo on —1. Tamé
tarkoittaa sitd, ettd g:n determinantti on —1, mikd on tietysti ristirii-
ta, silld SO(3):m alkioiden determinanttien pitaé olla 1. Kuvaus on siis
injektio, kuten haluttua.

O

Korollaari 5.24. Oktaedrin kiertosymmetriaryhmd on Sy.
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Todistus seuraa siita, ettd oktaedri on kuution duaalikappale. Eli voim-
me kayttaa ylldolevaa todistusta suoraan, mutta nyt tarkastelemme kunkin
sivutahkon vakauttajaa, kun symmetria-akseli menee sivutahkokolmion kes-
kipisteen lavitse.

Lause 5.25. Tetraedrin kiertosymmetriaryhmd on Ay.

Todistus. Tetraedrillda on nelja kirkea, ja tetraedrin symmetriaryhmén tulee
toimia transitiivisesta néaissé kéirjissd. Kunkin kérjen vakauttaja on kierto,
jonka akseli menee yhdesta kirjesta vastakkaisen sivutahkon keskelle. Tahan
ryhmééan kuuluu kolme alkiota, joten rata-vakauttajalauseen nojalla ryhméan
koko on 12. Tamé& on ryhmén A, koko. Nyt tehtaviksi jaa todistaa, etté
tetraedrin symmetriaryhmé on isomorfinen ryhmén A, kanssa. O

Ryhmén A rakenteen selvitdmme seuraavassa luvussa tarkemmin. Téssa
vain toteamme seuraavat lauseet.

Lause 5.26. Dodekaedrin kiertosymmetriaryhmd on As.
Korollaari 5.27. [kosaedrin kiertosymmetriaryhmd on As.

Todistus. Lasketaan symmetriaryhméan koko rata-vakauttajalauseen perus-
teella. Dodekaedrissa on 12 tahkoa ja kunkin tahkon vakauttaja on viitos-
sykli, jonka akseli menee tahkon viisikulmion kérjen lapi. Nain ollen symmet-
riaryhmén koko on 5 x 12 = 60. [

Palaamme nyt toimintojen teoreettisempaan puoleen, jotta voimme esit-
tdd mainion ja hyodyllisen lauseen, jota myd6s ei-Burnsiden lauseeksi kutsu-
taan. Lauseen nimi kaivannee hieman selittdmista. Noin 1960-luvulta ldhtien
monet matemaatikot ovat kutsuneet lausetta Burnsiden lauseeksi, ja se kyl-
14 esiintyy William Burnsiden ryhméteorian opuksessa vuodelta 1897, joten
Burnside kylla tunsi lauseen, kuten myos muut hénen aikalaisensa. Lause it-
se on vanhempi ja esiintyy ainakin Cauchyn paperissa 1845 ja nykymuodossa
Frobeniuksen paperissa 1887 (luultavasti karakteeriateorian yhteydessi). Ta-
vallaan on reilua kutsua lausetta ei-Burnsiden lauseeksi, silld ldhes kaikki
muut tuon ajan ryhméteorian lauseista olivat Burnsiden késialaa.

Maaritelma 5.28. Ryhmé G toimii joukossa 2. Alkion ¢ kiinnittdmien al-
kioitten joukko on

X(g)={weQ:wxg=w}?

3Merkitsemme téti joukkoa kreikkalaisella kirjaimella y, koska tilld joukolla on yhteys
karakteeriteoriaan, josta ehka jollain my6hemmalla kurssilla.
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Huomautus 5.29. Tama ei ole sama joukko kuin alkion vakauttaja
Stabg(w) =G, ={9 € G:w*g=w}.
Erityisesti, x(¢) on 2:n osajoukko, eikd G:n aliryhmaé.

Lause 5.30 (ei-Burnsiden lause). Toimikoon G joukossa 2. Silloin G:n ra-
tojen lukumddrd €2:ssa on
1
@ Z Ix(9)]-

geG

Todistus. Olkoon S jarjestettyjen parien joukko {(w,g) : g € G,w € Q,w *
g = w}. Lasketaan joukon S mahtavuus kahdella eri tavalla. Ensiksi laske-
taan tdmé G alkioiden mukaan. Néin saamme tasmélleen > . [x(g)|. Las-
ketaan joukko nyt {2:n alkioiden mukaan. €2 hajoaa G-radoiksi €27, €2s,...02.
Voimme edelleen laskea jokaisen €); alkiot erikseen.

Olkoon w € €, jotta pari (w,g) € S vaaditaan, ettd w * ¢ = w, toi-
sin sanoen sopivien alkioiden ¢ lukumé&éréd on tésmélleen |Stabg(w)|. Rata-
vakauttajalauseen perusteella |G| = |[Q;||Stabg(w)|. Téstéd seuraa |S| =
|G| x ratojen luku. O

5.3 Platonin kappaleiden varitysongelmat

Ei-Burnsiden lause on hyodyllinen erilaisissa kombinatorisissa laskutehtévis-
sd. Esimerkiksi, voimme kysyé, kuinka monta erilaista tapaa on varittaa tet-
raedri kolmella eri vérilla. Maarittelemme kaksi tetraedrin véritysta samaksi,
jos on olemassa kiertosymmetria, jonka avulla varitykset nayttavat samalta.

Koska vireja on kolme, vaikkapa sininen, valkoinen ja punainen, voidaan
jokainen tahko vérittda 3 tavalla ja koska tahkoja on neljé, on varityksid yh-
teensd 3% = 81. Nyt tutkimme, mitki viiritykset niistd ovat samoja, eli niyt-
tavat samalta kiertosymmetrian suhteen. Olkoon () ndiden 81 eri tavalla vari-
tetyn tetraedrin joukko, jonka alkiot ovat siis 11,15, ..., Tg;. G on tetraedrin
kiertosymmetrioiden ryhmé, joka on siis A4. G toimii {2:ssa luonnollisella ta-
valla, eli kuvaa jokaisen T, ..., Tg; joksikin toiseksi tetraedriksi 71, ..., Tg;.
Kaksi tetraedria S ja T' ovat varityksen suhteen sama tetraedri, jos on ole-
massa g € (G, joka Sxg =T. Tasta seuraa, ettd tetraedrin véritykset voidaan
laskea laskemalla kuinka monta G-rataa on joukossa (2. Nimittédin jokaiseen
rataan on keritty tasmalleen sellaiset tetraedrit, jotka ovat véritykseltdan
samat.

Voimme kéyttad ratojen lukuméaéran laskemiseen ei-Burnsiden lausetta.
Jotta voimme soveltaa sité, on tarkasteltava kunkin G:n alkion kiinnittdméaa
joukkoa.
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1. Ykkosalkio kiinnittdé kaiken, eli y(1) = 81.

2. Kolmossyklin 6 akseli on tetraedrin yksi kéirki ja siitd suora vastakkai-
sen tahkon keskipisteeseen. 6 kiinnittda varityksen, jos sivutahkot ovat
kaikki samanvarisia. Téllaisia varityksid on yhteensa 9, koska on kolme
vérid, joilla voimme véarittda sivutahkot samanvarisiksi. Pohja voi olla
tamén lisdksi minka varinen tahansa.

3. Alkio ¢, jonka kertaluku on kaksi, toimii kuten (12)(34) tahkojen suh-
teen. Joten, jos halutaan sen kiinnittédvan varityksen, vaadimme, etta
tahkot 1 ja 2 ovat samaa vérid, kuten my6s tahkot 3 ja 4. Frilaisia
varityksid saamme jalleen 9.

Ryhmassd A, on yhteensd kahdeksan kolmossyklid, ja kaikille niille
x(0) = 9. Kertalukua kaksi olevia alkioita on yhteensd kolme, ja kaikille
néille x(¢) = 9. Nyt ei-Burnsiden lause sanoo, ettd vérityksid on

1

1
E — 1+8-9+3. =15.

gEA,

Tehtava 35. 1. Kuinka monta eri tapaa on varittda kuutio keltaisella ja
sinisell&?

2. Kuinka monta eri tapaa on luoda helminauha, jonka pituus on 14 hel-
med, kiyttamalla hopeisia, kultaisia seké norsunluisia helmia?

3. Osoita, ettd on 9099 tapaa varittad dodekaedri kolmella vérilla.
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6 A, alternoiva ryhma ja muita yksinkertaisia
ryhmia

Tutustukaamme ensin ryhméén Ss. Jos kiytdmme syklinotaatiota, toteam-
me, ettd se siséltaa syklejé, jotka ovat muotoa (12), (123), (1234), (12345),
(12)(34), (123)(45). Kukin syklityyppi méaérittad konjugaattiluokan. Jos ra-
joitamme vain parillisiin sykleihin, niin saamme alternoivan ryhmén As

Kuten totesimme edellisessé kappaleessa, ei syklityyppi maarita enédd tay-
sin konjugaatioluokkia ryhméssa As. Viitossyklien luokka hajoaa kahteen yh-
tasuureen osaan.

Taulukko 8: Ryhmén Aj alkiot

Konjugaatioluokka | 1 2 3 4a 4b
edustaja 1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
alkion kertaluku 1 2 3 5t )
konjugaattien maara | 1 15 20 12 12
keskittajan koko 60 4 3 5 5
Tehtava 36. 1. Kuinka monta nelossyklid on ryhméssa Ss, entd ryhmés-

sa S,7

2. Kuinka monta alkiota, jonka syklityyppi on (123)(45) on ryhméssé S,
entd ryhméssa S,,7

3. Osoita, ettd jos H < .5, joko kaikki H:n alkiot ovat parillisia permu-
taatioita, tai tdsmaélleen puolet ovat parillisia ja puolet parittomia.

Miiritelmi 6.1. Adrellistd ryhmid G kutsutaan yksinkertaiseksi, jos sen
ainoat normaalit aliryhmét ovat ryhma itse ja ykkdsalkio.

Esimerkki 6.2. 1. Jokainen syklinen ryhmé C,,, jonka kertaluku on joku
alkuluku p, on yksinkertainen.

2. Ryhméa Ay ei ole yksinkertainen, silla V; <1 Ay.

Pienin epatriviaali esimerkki yksinkertaisesta ryhmaésta on As. Taéma on
erityisen tarked myos todistuksessa, etté viidennen asteen polynomille ei ole
olemassa ratkaisukaavaa. Todistamme hieman laajemmin.

Propositio 6.3. Alternoiva ryhmda A, on yksinkertainen, kun n > 5.
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Huomautus 6.4. Todistamme mychemmin, ettd jos G on yksinkertainen
ryhmaé ja sen kertaluku on 60, on G = As.

Todistus. Jaamme todistuksen kolmeen osaan.
1. Jos H # 1 ja H < A, silloin H sisédltdd kolmossyklin.
2. H sisaltaa kaikki kolmossyklit.
3. kolmossyklit virittavit A, :n.

Talloin H = A, joten A,, on yksinkertainen.

1. Olkoon H <1 A,, ja olkoon h sellainen alkio, jonka kertaluku on joku
alkuluku p. Kirjoitamme h:n nyt alkiovieraina sykleind, joista luonnollisesti
jokaisen pituuden pitad olla p. Vaihtoehdot ovat
(a) o(h) =p >5jajos h=(ay,...,ap)...(r1,...,rp) voimme kirjoittaa

(alagag)h(agagal)h_l = (azasay),

joten H sisaltaa 3-syklin.
(b) Jos o(h) = 3 ja h = (abc)(def) ... saamme

(abede)h(edcba)h™ = (bedef) € H.

Jos nyt kdytdmme kohtaa (a), saamme todistettua, ettd h siséltdd kolmos-
syklin.

(c) Jos o(h) = 2, silloin h = (ab)(cd) tai h = (ab)(cd)-(ef)(gh) ... jalkimmai-
sessé tietysti parillinen méaara transpositioita. Ensimmaisessé tapauksessa

(bde)h(edb)h = (aebdc) € H

ja nyt voimme taas 16ytad (a)-kohdan perusteella kolmossyklin. Toisessa ta-
pauksessa

(bde)(h(edb)h = (afc)(bde)

ja voimme kiyttad (b)-kohtaa kolmossyklin 16ytdmiseen.

Joten jokaisessa tapauksessa H sisaltda kolmossyklin.

2. Haluamme todistaa, ettd jos H:ssa on yksi kolmossykli, ovat kaikki
kolmossyklit H:ssa.

Tieddmme, etté kaikki kolmossyklit ovat toistensa konjugaatteja ryhmés-
sd .S, ja niitd on ja yhteensé néitd on (g) - 2 kappaletta.

Jos a = (zyz) € H on kolmossykli ryhméssé S, saamme a:n keskitta-
jan koon laskettua rata-vakauttajalauseella. Silla |Orbg,| = S, : Cs, ()| =
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W, mistd seuraa, ettd |Cs, (a)| = 3(n — 3)!. Olemme kuitenkin kiin-

nostuneita konjugoinnista ryhméssé A,,, ja laskemalla Cy, («):n koon, saam-
me selville a:n konjugaattien méaéran.

Nyt Cg, () on symmetrisen ryhmén aliryhmé ja ylla olevan tehtdvin
perusteella, joko kaikki sen alkiot ovat parillisia, tai tdsmélleen puolet ovat
parillisia ja puolet parittomia. Olemme selvastikin jalkimmaisessa tapaukses-
sa, silld (zyz)(lm) on pariton permutaatio, joka keskittdd c:n. Muista, etta
n > 5. Jos tarkastelemme siis parillisia permutaatioita tédssé ryhméssé, on

niitéd $3(n — 3)! = |Cy, (@)|. Rata-vakauttajalauseen perusteella
n(n—1)(n —2
A O, (o)) = D22

joten kaikki S,:n kolmossyklit ovat konjugaatteja keskenddn. Koska H <1 A,
tasta seuraa, ettd kaikki kolmossyklit kuuluvat H:n.

3. Haluamme osoittaa, ettd kolmossyklit generoivat A, :n. Jokainen A,:n
alkio voidaan kirjoittaa parillisena madrané transpositioita. Koska (ab)(bc) =
(abc) ja (ab)(cd) = (ab)(bc)(be)(ad) = (abe)(bed), jokainen A,,:n alkio voidaan
kirjoittaa kolmossyklien tulona.

O

Huomautus 6.5. Yksi esseen aihe on etsié ja esittda joku toinen todistus sil-
le, ettd A,, on yksinkertainen, kun n > 5. Tamaé voi liittda my6s dodekaedrin
ja ikosaedrin symmetriaryhmien kasittelyyn. Minulta saa materiaalia ainakin
sellaiseen todistukseen, jossa pyoritellddn viitossykleja. Vield yksi tuntemani
todistus kiyttda Sylowin teoriaa.

Yksinkertaiset ryhmét ovat kaikkien dérellisten ryhmien rakennuspalikoi-
ta samaan tapaan kuin alkuluvut ovat kaikkien luonnollisten lukujen raken-
nuspalikoita. Rakennuspalikoiden méaaritelmé kaipaa tarkempaa tutkimista.

Mairitelmi 6.6. Adrellisen ryhmén G hajoamisjono (kompositiojono) on
ketju
1=G,<G,1<...19G <1Gy =G,

jossa jokainen G;11 < G; ja G;/G;y1 on yksinkertainen ryhmé. Kutsumme
ryhmia G;/G, 1 hajoamistekijoiksi.

Esimerkki 6.7. 1. Jos G on yksinkertainen.

2. 53

3. V. Talla on kolme hajoamisjonoa.
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Propositio 6.8. Jokaisella dgdrellisella epdtriviaalilla ryhmdlld on hajoamais-
jono.

Todistus. Olkoon G # 1 aérellinen ryhma. Jos G' on yksinkertainen, on ha-
joamisjono 1 < G. Tédmaé on induktion perustapaus.

Oletetaan, etté kaikille ryhmilla H, jotka ovat 1 < |H| < |G| on olemassa
hajoamisjono. Haluamme tietysti nyt konstruoida hajoamisjonon G:lle. Va-
litaan kaikista G:n aidoista normaaleista aliryhmistd maksimaalinen, ja kut-
sutaan tatd N:ksi. Tamaé siis tarkoittaa, sitd, ettd jos N < M < G ja M <G,
silloin M = N tai M = G. Nyt kolmannen isomorfialauseen perusteella G /N
on yksinkertainen.

Induktion perusteella, N:11&4 on hajoamisjono, ja nyt saamme hajoamis-
jonon G:lle luonnollisella tavalla. n

Tehtava 37. Olkoon Hi < G ja Gy < G. Todista, ettd HiG; < G sekd H; N
G < G.

Lause 6.9 (Jordan-Hélderin lause). Olkoon G ddrellinen epdtriviaali ryhmd
ja olkoot
1=G,<G,.1<...19G<Gy=G (2)

Jja
l1=H,<H,1<..<H <Hy=G (3)
kaksi G hajoamissarjaa. Silloin m = n ja kummankin sarjan tekijaryhmat

ovat samat (emme vaadi samaa jarjestystd). Tdssd tapauksessa kompositio-
jonoja kutsutaan isomorfisiksi.

Todistus. Oletetaan, ettd meille on annettu kaksi jonoa, kuten ylla. Jos G; =
Hy, silloin saamme kaksi kompositiojonoa G,,_;:lle

1=G,<G,1<4...<1G4

ja

l=H,<H,1<...<H =G.
Nyt induktion perusteella, namé kaksi kompositiojonoa ovat isomorfiset ja
siksi G:n kompositiojonot ovat isomorfiset.

Toinen tapaus on, kun G; # H;. Kompositiojonon mééritelmén perus-
teella tiedamme, ettd Hi <G ja G < G. Siispa H1G, < G sekd H1 NG < G.
Todistamme, ettd H,G; = G. Tami seuraa siité, ettd G; = H1G; < G ja
koska (G; on G:n maksimaalinen normaali aliryhmé. Nyt voimme kayttaé
toista isomorfialausetta

G/H, = G,/H, NG,
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ja
G/G1 = Hi/H,NGs.

Olkoon nyt
1:Kl<]Kl_1<l...<K1:H1ﬂG1

kompositiojono ryhmaélle H; N G;. Tamén perusteella saamme kaksi uutta
kompositiojonoa ryhmaélle G.

1=K<<xK_1<.. Ki<H <G (4)

1=K<xK_<.. Ki<G <G (5)

Y [a¥) ~Y

Nyt ensimmaéisen osan perusteella (2) = (4) ja (3) = (5) ja (4) = (5), kos-
ka niilld on samat kompositiotekijiat, vain ensimmaéiset kaksi on vaihdettu
keskendén. Siksi (2) = (3). O

Tehtava 38. Laske ryhmian S; hajoamissarja. Laske ryhmén Dy hajoa-
missarja. Onko niilld samat hajoamistekijat? Entd ryhmaéalla Cs,. Mikd on
ryhmén S, hajoamissarja?

Olemme todistaneet, ettd ryhmé As on yksinkertainen. Seuraava tavoit-
teemme on todistaa, ettd pienin kertaluku, jolloin ryhmé on yksinkertainen,
on 60 ja ettd jos ryhmén kertaluku on 60 ja se on yksinkertainen, on ryh-
mé isomorfinen ryhmén As kanssa. Tarked tyokalu téssa todistuksessa ovat
Sylowin lauseet.

6.1 Sylowin lauseet

Muistamme, ettd Lagrangen lause ja Cauchyn lause kertoivat ryhmén raken-
teesta jotain pelkdstddn ryhmén kertaluvun perustella. Vield hieman Cauc-
hyn lausetta tarkempi tdméantyyppinen lause ovat Sylowin lauseet. Sylowin
lauseita voidaan kayttdd myos yksinkertaisuuden tutkimiseen.

Sylowin lauseet edustavat myOds matemaattisessa ajattelussa yleista
lokaali-globaali-periaatetta. Lukuteoriassa alkuluvut palvelevat samaa tar-
koitusta. Mitd voimme sanoa ryhmasta, jos keskitymme kuhunkin alkulukuun
kerrallaan. Samaan tapaan kuin lukuteoria ratkaisee yhtélsitd (mod p).

Lause 6.10 (Sylow). Olkoon G ddrellinen ryhmd, kertalukua p"r, jossa p ei
jaa r:ad. Tdlloin

(i) G sisdltia Sylowin p-aliryhmdin P, jonka kertaluku on p™.

(i) Mitkd tahansa kaksi Sylowin p-aliryhmdad ovat keskenddin konjugaatteja.
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(ii1) Sylowin p-aliryhmien lukumddrd n,, on n, =1 (mod p) ja jekaa luvun
m.

Todistus. Todistamme lauseen ryhmaén toimintojen avulla.
(i) Olkoon Q = {M C G : |M| = p"}. Méaérittelemme G:n toimimaan téssi
joukossa oikeanpuolisella kertolaskulla

Mxg={mg:me M}.

Tarkista, ettd tdmé on toiminta. Tarkastelemme G-ratoja. Olkoon X téllai-
nen. Silloin ¥ = {M, Mgy, Mg ..., Mg;}. Huomaamme, ettd >:n alkiot kat-
tavat koko G:n. Nimittain, olkoon m € M, jos g on mikd tahansa G:n alkio,
voimme kirjoittaa ¢ = m * m~tg € Mm~'g € ¥. Tésté seuraa, ettd k > r.
Jaamme tarkastelun kahteen tapaukseen.

Tapaus 1. £k = r. Téassd tapauksessa G on X:n alkioiden pistevie-
ras yhdiste. Alkion M vakauttaja ryhméssd G on kertalukua p" (rata-
vakauttajalauseen nojalla), ja koska vakauttaja on aliryhmé, on se viisté-
mattd kertaluvun perusteella myos Sylowin p-aliryhmaé.

Padttelemme, etté jokainen vastaava G-rata koostuu yksikésitteisesta Sy-
lowin p-aliryhmaésté ja tdmén oikeista sivuluokista.

Tapaus 2. k # r, siispd k > r. Koska rata-vakauttajalauseen nojalla
k| |G| = p"r, tésta seuraa, etté p | k.

Nyt jokainen rata, jonka koko on r siséltda yksikasitteisen Sylowin aliryh-
mén, ja kaikkien muiden ratojen koko on jaollinen p:lld. Tésta seuraa

Q| = (p T) =n,r + Z |X| = n,r mod p.
pn

p|1Z]

Toisaalta (’;;f) = r mod p (Y4 oleva tulos on voimassa kaikille ryhmille,
joiten kertaluku on p"r, joten se ei voi riippua n,:std. Syklisessd ryhmaéssé
Cpny on vain yksi aliryhmé, jonka koko on p" ja siksi n, = 1. Téma todis-
taa kongruenssin) ja koska p { r, téstd seuraa n, = 1 mod p. Erityisesti
huomaamme, ettd Sylowin aliryhmien lukumaééra ei ole nolla.

(ii) Konjugaatio seuraa seuraavasta aputuloksesta, joka osoittaa, etté jo-
kainen G:n p-aliryhmé kuuluu johonkin Sylowin p-aliryhméén.

Lemma 6.11. Jos QQ on G:n p-ryhmd ja P on Sylowin p-aliryhmd. Silloin
jollekin g € G pitee Q C g1 Pg.

Todistus. Toimikoon () oikeanpuoleisen kertolaskun avulla P:n sivuluokkien
joukossa (G : P). Sivuluokkia on m kappaletta, ja sivuluokat hajoavat ra-
doiksi Oy, ..., Oy, joitten yhteenlaskettu mahtavuus on |Oy|+---+|Ox| = .
Rata-vakauttajalauseen perustella, kunkin radan koko jakaa (:n koon, eli
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on joko 1 tai p. Koska p 1 r, kaikki radat eivét voi olla kokoa p, joten tés-
sd (Q-toiminnassa on valttamatta rata, jonka mahtavuus on 1, sanokaamme,
ettd tdmé on {Pg}. Mikd tarkoittaa sitd, etta Pg * @) C Pg, mistd seuraa
gQg~! C P janiin ollen Q C g~'Pg. ]

Jos nyt valitsemme @Q):n Sylowin p-aliryhméksi, tulos seuraa.

(iii) Olemme jo todistaneet, ettd n, =1 mod p. Jéljelld on todistaa, etté
n, jakaa mmn. Ylla todistimme, ettd Sylowin aliryhmien joukko muodostaa
yhden radan alkion g konjugaatiotoiminnan kautta. Rata-vakauttajalauseen
perusteella n, | |G|. Koska p ei jaa n,:té, tdsta seuraa, ettd n, jakaa rm. [

Tarkastelemme seuraavassa pienié yksinkertaisia ryhmia Sylowin lauseen
avulla. Ensin kuitenkin todistamme hyddyllisen lemman.

Lemma 6.12 (Poincaré¢). Olkoon H < G, ja |G : H| = n. Olkoon K =
Ngecg "Hg. Silloin K < G, ja K < H ja kaiken lisiksi

n||G: K||n!

Todistus. Olkoon 2 = (G : H). Kun G toimii néissé sivuluokissa oikealla
kertolaskulla, on toiminnan ydin tdsmaélleen K, silla jokaisen sivuluokan Hg
vakauttaja on g7 Hg. Tamin lisiksi K on normaali aliryhmi (koska se on
homomorfismin ydin, tai koska se on sulkettu konjugaatiotoiminnan suhteen).
Liséksi K < H, silla voimme valita myos alkion 1 konjugoimaan H:ta ja loppu
on leikkausta tdmén suhteen. Muista, ettd toiminta indusoi homomorfismin
G — Sym(), joten ensimméiisen isomorfialauseen perusteella G/K on
isomorfinen Sym(§2):n (transitiivisen) aliryhmén kanssa. Téstd seuraa, etté
|G : K || n!. Koska K < H, saamme my6s n = |G : H| | |G : K|. O

Tehtava 39. Osoita, ettd ryhmaé, jonka kertaluku on kahden alkuluvun tu-
lo pgq, ei ole yksinkertainen. Voit kiyttddaa tdhén Sylowin lauseita. Edelleen
paéttele, ettd jos G on yksinkertainen ryhmaé, joka ei ole Abelin ryhmé, niin
|G| > 60.

Lause 6.13. Jos G on yksinkertainen, ja sen kertaluku on 60, on G = As.

Todistus. Tarkastellaan ryhméaé G Sylowin lauseiden avulla. Ensiksikin 60 =
22 . 3.5, joten ryhmiissi on Sylowin 5-aliryhmi, jonka on generoinut alkio,
jonka kertaluku on 5. Cauchyn lauseen perusteella téllainen alkio on ole-
massa. Sylowin lauseen kolmannen kohdan perusteella Sylowin 5-aliryhmien
lukumééra on ns = 1 mod 5. Koska ryhmé on yksinkertainen, on Sylowin
5-aliryhmié enemmén kuin yksi (Sylowin lauseen toisen kohdan perusteella
kaikki Sylowin 5-aliryhmét ovat toistensa konjugaatteja, joten jos niitd on
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vain yksi, on se viistdméttd normaali, mikd on ristiriidassa yksinkertaisuu-
den kanssa). Témén lisdksi ns | 12, joten ainoastaan ns = 6 on mahdollinen.
Olkoon P siis Sylowin 5-aliryhmé ja Q = {g'Pg : g € G}. Ymmirrettivis-
ti |Q2] = 6. Ryhmé G toimii joukossa {2 konjutaatiotoiminnalla, joka indusoi
kuvauksen p : G — Sg. Tamé homomorfismi on injektio, silld G on yk-
sinkertainen. Olkoon H < Sg tdméan homomorfismin kuva. H = G ja siis
yksinkertainen. Nyt H N Ag << H (koska leikkaus on aliryhmé, jonka indeksi
on kaksi) ja koska H on yksinkertainen (H = G) on H < Ag.

Olkoon T' := cos(Ag : H). Nyt || = $6!/60 = 6, joten kun As toimii
joukossa I', saamme homomorfismin o : Ag — Sg. Itseasiassa ¢ on ryhmén
Ag automorfismi. Ensinnékin se on injektio, silld Ag on yksinkertainen ja sen
kuvan pitda olla Ag:n aliryhmé. Homomorfismi o kuvaa H:n vakauttajan,
vakauttajaksi ryhméssd Ag, joka on As, joten olemme osoittaneet, ettd G =
H = As. O

Tehtava 40. Jos pidamme tunnettuna lauseen "Jos G on yksinkertainen ja
G:n kertaluku on 24 -3 -5, on a = 2 ja G = A;", osoita, ettd jos ryhmé G
on yksinkertainen ja sen kertaluku on korkeintaan 300, on ryhmén kertaluku
joko 60 tai 168.

Tehtava 41. Kirjoita essee yksinkertaisesta ryhmaésté, jonka kertaluku on
168. Téma on ryhmé PSLy(7).

6.2 Ratkeavat ryhmat

Téarkeé luokka ryhmié, jotka eivét varmasti ole yksinkertaisia, ovat ratkeavat
ryhmét. Niitd kdiymme tutkimaan seuraavaksi.

Maaritelma 6.14. Kahden alkion g,h € (' vaihdannaistaja on alkio
l[9,h] = g 'h~lgh. Vaihdannaistajien virittdmii aliryhmiia G’ = [G, G| =
{g7'h7'gh : g,h € G} kutsutaan vaihdannaistaja-aliryhmiksi. Jos G' = G,
kutsumme ryhméaéd G taydelliseksi.

Huomaa, ettd Abelin ryhméssé pétee aina [g, h] = 1, joten jos A on Abelin
ryhmé, on A" = 1.

Tehtédva 42. Osoita, ettd kaikille (dérellisille) ryhmille G, vaihdannaistaja-
aliryhmé [G,G] on normaali, ja ettd G/[G,G] on Abelin ryhmé. Edelleen
osoita, ettd G/H on Abelin ryhma4 jos ja vain jos [G,G] < H.

Maaritelméa 6.15. Ryhméad G/[G, G] kutsutaan ryhmén G Abelistukseksi.
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Maaritelma 6.16. Ryhmaéaa kutsutaan ratkeavaksi, jos se hajoaa ketjuksi
aliryhmié
1=G,<G,.1<4...<194G, <Gy =G,

jossa kaikki G;/G ;1 ovat syklisié yksinkertaisia ryhmié (eli niiden kertaluku
on alkuluku). Ketju voi olla joko normaali tai alinormaali.

Esimerkki 6.17.
1<Cy<Cy <« Dy,

joten Dg on ratkeava ryhmé, sillad kaikki tekijaryhmét ovat isomorfisia Cy:n
kanssa.

Mairitelma 6.18. Ryhma G on ratkeava, jos ketju, jossa GV = [G, ] ja
G = [G1), GV)] paittyy triviaaliin aliryhméén. Kutsumme téiti ketjua
vaihdannaistajajonoksi. Pienin n, jolle tdima G = 1 on nimeltdin ryhmén
G vaihdannaistajapituus.

My6hemmin todistamme, ettd tdmé on yhtapitdva ensimmaéisen mééri-
telmén kanssa.

Lemma 6.19. Kaikille ryhmille G, on G%) <1 G jokaiselle k.

Todistus. Induktio k:n suhteen. Jos k = 0, silloin G < G, mikéd on selvasti
totta. Oletetaan, ettd G*) < G ja tarkastellaan GV virittajid. Virittajit
ovat médritelmin mukaan muotoa [g, k], jossa g,h € G*). Nyt jos z € G,
silloin [g, h]® = [¢*%, h*] € G**V silld ¢*, h* € G®)| koska GF) < G. Tasté
seuraa, ettd G*tD < G ]

Tehtavi 43. Osoita, ettd seuraavat ryhmét ovat ratkeavia.
1. S5 laskemalla vaihdannaistajat ja vaihdannaistajajono.

2. S; konstruoimalla alinormaali sarja, jonka tekijaryhmét ovat on
Abelin ryhmia tekijaryhmaét.
Osoita, ettd ryhmé S, ei ole ratkeava, kun n > 5.

Tehtava 44. Osoita, ettéd jos G on ratkeava, on jokainen H < G ratkeava. Ja
edelleen, jos N <G, silloin G/N on ratkeava. (Vinkki: tekijaryhmén kohdalla
todista, ettd (G/N)*) = G*N/N, tarkastelemalla minki muotoisia alkoita
kummallakin puolella on.)

Ratkeavat ryhmaét on ensimméinen ryhméluokka, joka on suljettu, niin
laajennusten kuin aliryhmienkin suhteen.

30



Lause 6.20. Olkoon G ryhmd ja N < G. Silloin G on ratkeava jos ja vain
jos seki N etta G/N ovat ratkeavia.

Todistus. Jos G on ratkeava, ylldolevasta tehtéivista seuraa, ettd N < G ja
G/N ovat ratkeavia. Olkoon N:n vaihdannaistajapituus & ja G/N:n vaihdan-
naistajapituus /. Silloin edellisen tehtéviin perusteella (G/N)® = GON/N =
N/N, jalkimmaéinen yhtdsuuruus ratkeavuuden perusteella, silla N/N on ryh-
mén G/N triviaali aliryhmi. Téstéd seuraa ensin GON = N ja edelleen, etti
G® < N. Nyt aliryhmén perusteella G+ < N’ ja induktiivisesti edeten
GUHR) < N®) = 1 koska N oli ratkeava ja sen vaihdannaistajapituus oli k.
Olemme siis todistaneet, ettd G' on ratkeava ja sen vaihdannaistajapituus on
[+ k. O

Huomaa, ettd jos seki N ettd G/N ovat Abelin ryhmid, ryhmé G on
ratkeava (toisinaan sitd kutsutaan myos meta-abelin ryhméksi), mutta ei
valttamattd Abelinen. Abelin ryhmét eivét siis ole suljettu ryhmaéaluokka.

Tehtava 45. Osoita, ettd G x H on ratkeava silloin, kun G ja H ovat rat-
keavia.

Nimitys ratkeava ryhma tulee siitd, ettd alunperin ryhméteoria syntyi yh-
talon ratkaisukaavojen etsinndstd. Viidennen asteen yhtéalolle ei ole ratkaisu-
kaavaa, ja se johtuu siita, ettd ryhméa As on yksinkertainen, eiké siis ratkeava
— kuten ei my6skaan talla perusteella Ss. Nimittdin, polynomiyhtalo ratkeaa
radikaalien avulla tdsmélleen silloin kun sen yhtaloon liitetty Galois'n ryhmé
on ratkeava.

Tehtava 46. Kirjoita essee ryhmén ratkeavuuden yhteydesté yhtéaloitten rat-
keavuuteen ratkaisukaavojen avulla. Esseen tarkoituksena on pintapuolisesti
kiyda ldpi Galois’n teorian pédpiirteet. Joitain todistuksia ja teknisyyksié
voi ohittaa. Voit kysya naista tarkemmin minulta.

6.3 Adrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelu

Olemme tarkastelleet ryhmia A,,, ja osoitimme niiden yksinkertaisuuden, kun
n > 6. Alternoivien ryhmien perhe on yksi esimerkki yksinkertaisista déarel-
lisistd ryhmistd. Yksi ryhmaéteorian suurimpia saavutuksia 1900-luvulla oli
adrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelu. Naméa ovat Jordan-Holderin
lauseen perusteella kaikkien &érellisten ryhmien rakennuspalikoita.

Yksi lopullisen luokitteluhankkeen liikkeellesaattajista oli Feitin ja
Thompsonin kuuluisa parittoman kertaluvun lause (the odd order theorem),
joka on huima yleistys klassiselle Burnsiden lauseelle.
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Lause 6.21 (Burnside). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on p®q®.
Silloin G on ratkeava.

Lause 6.22 (Feit-Thompson). Paritonta kertalukua oleva ddrellinen ryhmd
on ratkeava.

Téassé tapauksessa siis ryhmén kertaluku jo maérittelee, milloin ryhma
on ratkeava, eikd siis taatusti yksinkertainen. Tésta seuraa helposti.

Korollaari 6.23. Adrellisen yksinkertaisen ryhmdin kertaluku on jaollinen
kahdella, lukuunottamatta yksinkertaisia Abelin ryhmid.

Olemme jo moneen kertaan itsekin havainneet, ettd jos ryhmén kertaluku
on parillinen, sisaltad ryhmaé alkion, jonka kertaluku on kaksi, eli involuution.
Téama havainto on térkeéd yksinkertaisten ryhmien luokittelussakin.

Luokittelussa on lisdksi neljad muuta daretonté perhetté, jotka kaikki kuu-
luvat yksinkertaisiin Lien tyypin ryhmiin. N&itd ovat matriisiryhméat projek-
tiivinen spesiaalinen lineaariryhmé, unitaariset, symplektiset ja ortogonaa-
liset transformaatiot dérellisen kunnan ylitse. Naiden lisdksi on myos poik-
keukselliset Lien ryhmét ovat G, Fy, Fg, Er, ja Eg, jotka eivét siis ole aé-
rettomien perheitten jésenié.

Néiden lisdksi on 26 sporadista yksinkertaista ryhméa. Ensimméiset niis-
ta olivat viisi Mathieun ryhméa, jotka 16ysi Emile Mathieu 1860-luvulla. Lo-
put 21 ryhmaé 1oydettiin 1965-1975. Uusien &direllisten yksinkertaisten ryh-
mien l6ytamisestd kdytiin kovaa kilpailua. Yksi tarkeimmista matemaatikois-
ta alalla on John Conway. Hinen mukaansa on nimetty Conwayn ryhmét.
Suurimman kertaluvun yksinkertainen ryhmaé on hirvioryhma. Se sisaltaa 20
muuta sporadista ryhméaa.

Tehtava 47. Kirjoita essee joko symplektisisté, ortogonaalisista tai unitaa-
risista ryhmista.

Vaikka aarellisistd yksinkertaiset ryhmat luokiteltiinkin jo viimeistdan
1980-luvulla, ei yksinkertaisten ryhmien tutkimus tdhén loppunut. Ne tuot-
tavat edelleen uutta tutkimusta. Téssad esimerkiksi helposti ymmérrettava,
mutta vaikea lause talta vuodelta.

Muista, ettd ryhmén G vaihdannaistaja-aliryhméa on [G, G]. Kutsumme
ryhméé taydelliseksi, jos patee G = [G, G]. Ennen kaikkea huomaamme, et-
ta taydelliset ryhmét eivat ole ratkeavia, koska niiden vaihdannaistajasarja
jumiutuu heti ensimmaiseen askeleeseen, eiké siis koskaan saavuta triviaalia
ryhméd. Seuraava uusi tulos kertoo jotain #érellisistd yksinkertaisista ryh-
mista.

Oren konjektuuri (1960-luvulta).

52



Lause 6.24 (Liebeck, O’Brien, Shalev, Tiep, 2008). Jokaisen epikommauta-
tiwvisen adrellisen yksinkertaisen ryhman jokainen alkio on vaithdannaistaja.

Yksinkertaisten &érellisten ryhmien luokittelu (Classification of finite
simple groups CFSG) on nykyéén tirkeé tyokalu matemaatikoille. Jos haluaa
todistaa jonkun viitteen ryhméteoriasta, usein jossain vaiheessa todistusta
pitdd kiyda lapi, onko lause totta yksinkertaisille dérellisille ryhmille.

6.4 Ryhmat, joiden kertaluku on pienempi kuin 60

Téssé kappaleessa osoitamme, ettd ryhmét, joiden kertaluku on aidosti pie-
nempi kuin 60, eivit voi olla yksinkertaisia, elleivit ne ole Abelin ryhmia.
Tasta lahtien sovimme, ettéd yksinkertaisuus tarkoittaa sitéd, ettd ryhmé on
ei-Abelin ryhma ja yksinkertainen.

Tarvitsemme muutaman lemman.

Lemma 6.25. Jos |G| = p", silloin G ei ole yksinkertainen.

Todistus. Todistimme rata-vakauttajalauseen avulla, ettd Z(G) # 1 kaikille
p-ryhmille, ja lisdksi olemme todistaneet, ettd Z(G) <1 G, kaikille ryhmilla G.
Nain ollen G sisdltda epatriviaalin normaalin aliryhmén. O]

Lemma 6.26. Jos ryhman kertaluku on pq, missd p ja q ovat erisuuria
alkulukuja, silloin ryhmd ei ole yksinkertainen.

Todistus. Voimme olettaa yleisyyttd menettamatta, etta p > ¢, silloinn, =1
mod p ja n, | ¢. Tamé pakottaa n, = 1 ja siksi Sylowin p-aliryhmé on
normaali. [

Lemma 6.27. Olkoon |G| = pr, missi p on alkuluku ja p > r # 1. Silloin
G ei ole yksinkertainen.

Todistus. Sylowin lauseen perusteella n, =1 mod p ja n, | r, joten n, =1,
ja Sylowin p-aliryhméa on normaali. O

Kirjoittakaamme my6s Poincaren lause meille hyodyllisemmassd muodos-
sa.

Lemma 6.28. Jos G on yksinkertainen ryhmd, ja H < G, silloin

G| ]G : HI.
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Niilla konstein pddsemme eroon jo ryhmistd, joiden kertaluku on joku
alkuluvun potenssi, kahden alkuluvun tulo tai muotoa pr.

Mika tarkoittaa sité, ettd luvuista

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,
29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,
54,55,56,57,58,59

Jaljelle jaavat

12,18,24,30,36,40,45,48,50,54,56.

Niistd 18 = 2- 3% 50 = 2-5% ja 54 = 2 - 32, joten kaikissa tapauksissa on
Sylowin p-aliryhmaé, jonka indeksi on kaksi, joten sen on pakko olla normaali.
Jaljelle jaavat:

12,24,30,36,40,45,48,56.

Sylowin lauseen perusteella pddsemme eroon ryhmisté, joiden kertaluvut
ovat 40 ja 45. Naissd kummassakin Sylowin 5-aliryhmien maéra on viisi, silla
ns =1 mod 5 ja ns | 8,9, mikd pakottaa ns = 1 kummassakin tapauksessa.

Jaljella ovat

12,24,30,36,48,56.

Nyt kidytdmme Poincaren argumenttia ryhmiin, joiden kertaluku on
12,24,48 tai 36. Oletetaan, ettd ndma ovat yksinkertaisia. Ensimmaéiset kol-
me sisdltavit Sylowin 2-aliryhmén, jonka indeksi on kolme. Yksinkertaisuu-
den perusteella |G| | 3!, mutta tdmi ei tietysti ole totta millekdén luvuista
12,24.48.

Jos |G| = 36, sisdltdd ryhmé Sylowin 3-aliryhmén, jonka indeksi on 4,
mutta 36 1 4! = 16.

Viimeiset kaksi kertalukua, 30 ja 56 vaativat erillisen argumentin.

Jos 30 alkion ryhmé on yksinkertainen, siséltéa se 6 Sylowin 5-aliryhméa
ja néin ollen siiné olisi 24 alkiota, joiden kertaluku on 5. Yksinkertaisuus
pakottaa sen siséltdméin myos 10 Sylowin 3-aliryhméé, joten kertalukua 3
olevien alkioitten méa&ra on 20. Mutta nyt meilld on jo 44 alkiota ja ryhmén
kertaluku on 30. Tdmé& on selvisti mahdoton yhtalo.

Jos kertaluku on 56 ja ryhmé on yksinkertainen, siséltda se 8 Sylowin
7-aliryvhmé&a. Naissd on yhteensd 48 alkiota, joiden kertaluku on 7. Loppu-
jen 56-48=8 alkion tulee siis muodostaa ryhmén ainoa Sylowin 2-aliryhmé
(tdllainen on olemassa Sylowin lauseen perusteella), miké ainoana olisi véis-
taméattd normaali. Ristiriita.

Tehtava 48. Esseen aiheena voi jatkaa tastd ja miettid, miksi ei ole yhtdan
yksinkertaista ryhméé, jonka kertaluku on 60 < |G| < 168.
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7 Ryhmalaajennukset: puolisuorat tulot ja
koynnostulot

Yksinkertaisista ryhmistd puhuessa todistettiin Jordan-Holderin lauseen, jo-
ta asetti yksinkertaiset ryhmét tarkeddn asemaan &darellisten ryhmien raken-
nuspalikoina. Toisaalta ensimméisessa luvussa tarkasteltiin ryhmié, joiden
kertaluku on 2" ja todettiin, ettd naitten lukumaéra kasvaa todella nopeasti
n:n kasvaessa. On selvdd, ettd jokaisen ryhmén, jonka koko on 2" komposi-
tiojono sisdltda tekijaryhminé pelkéstddn ryhmida Cs ja on néin ollen myos
ratkeava. Kahden alkion syklinen ryhma on tietysti yksinkertaisesta ryhmisté
yksinkertaisin, ja silti siitd voidaan koota suuri méara monimutkaisia ryhmia.
On olemassa siis monta eri tapaa koota kahdesta ryhmasta kolmas. Téssa lu-
vussa tutustumme kahteen uuteen tapaan rakentaa uusia ryhmia vanhoista.

Abelin ryhmien kappaleessa tutuistuimme (ulkoisen) suoran tulon késit-
teeseen. Olkoot Gy, ...,G, ryhmid. Muodostamme karteesisen tulon G :=
G1 x Gy x --- x G, ja télle joukolle maarittelemme kaksipaikkaisen operaa-
tion yksinkertaisesti (g1, ..., 9n)(h1,. .., hn) = (9101, - . ., guhy), €li jokaisessa
komponentissa ¢ tulo noudattaa ryhmén G; tuloa.

Esimerkki 7.1. Otetaan C3 ja C5 kaksi syklistd ryhméé. Niiden suora tulo
on ryhméa C3 x Cy = Cg.

Tamé esimerkin taustalla on se, ettd kahden joukon Cj5 ja (5 kar-
teesiselle tulolle, voidaan antaa ryhmérakenne. Toisaalta samaisten kah-
den joukon karteesiselle tulolle voidaan antaa toinenkin ryhmé rakenne,
eli tietysti S3. Tarkastellaan tatd alkioitten tasolla. Merkitddn Ch:n al-
kioita 1,a ja Csm alkioita 1,b,b%. Silloin karteesisen tulon alkiot ovat
(1,1), (b, 1), (6*,1), (1, a), (b, ), (b*, a). Jos méirittelemme kertolaskun kom-
ponenttien mukaan, saamme vain suoran tulon, mutta voimme maéaritelld
kertolaskuun myos pienen kierron. Unohdetaan siis merkinnésta sulut ja pil-
kut. Tavoitteena on kertoa esim. b%a * ba = b%a * aa"'ba = b*a'ba. Jos
tama ei olisi ulkoinen konstruktio, tietdisimme, miten konjugoida alkiota b
alkiolla a. Nyt emme tieda, miké itseasiassa antaa meille vapauden péaattaa
itse, minne konjugaatio ldhettdd tdmén alkion. Voimme siis maéritella a:n
tuottamaan tietyn C5:n automorfismin. Jos maérittelemme automorfismik-
si identiteetin, saamme suoran tulon. Jos taas méaaritimme automorfismiksi
1+ 1, b, b? — b, saamme uuden ryhmirakenteen, joka tuottaa seuraa-
van kertolaskutaulukon 9.

Kuten jo kurssin alussa totesimme, kuuden alkion joukolla on tdsmaéalleen
kaksi ryhméarakennetta. Téssé esimerkissa laajennettiin ryhmad Cs ryhmal-
14 C5, saatiin kaksi eri ryhmérakennetta, nimittdain Cy x C5 ja Ss. Jélkim-
méinen voidaan yllaolevan konstruktion perusteella esittéd rakenteella, jota
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Taulukko 9: Kuuden alkion epdkommutatiivinen ryhmé

* a b ab b ab?
1 a b ab b ab?
a |a 1 ab b ab®>
b

v b? 1

kutsutaan puolisuoraksi tuloksi. Tama ei ole ihan vieras késite. Huomaamme
jatkossa, ettéd kaikki diedriryhmét D,,, ovat puolisuoria tuloja.

7.1 Puolisuorat tulot

Maaritelma 7.2. Ryhmaa G kutsutaan ryhmén K laajennukseksi ryhmalla
H, jos
K<GjaG/K=H.

Ryhmén laajennus ei ole yksikésitteinen, kuten jo ylla olevasta esimer-
kistd huomasimme. Huomaa, ettd ryhmén laajennuksissa H:n ei vélttaméatta
tarvitse olla G:n aliryhma.

Voimme merkita tillaista laajennusta kéitevésti lyhyella eksaktilla jonolla

l1—-—K—-G—H —1.

Seuraava konsruktio yleistdd suoraa tuloa ja sitd kutsutaan ryhmien K
ja H puolisuoraksi tuloksi, silld se joukkojen K ja H karteesinen tulo.

Olkoot K ja H ryhmié, ja olkoon ¢ : H — Aut(K) homomorfismi.
Muotostamme joukon K x, H = {(k,h) : k € K,h € H} ja mééarittelemme
kahden alkion kertolaskun téssa ryhmaéssé (ky, hy)(kz, ho) := (k:lk(;(hl), hihs).
Erona suoraan tuloon on se, ettd ennen kertolaskua K':ssa, alkio ko kuvataan
joksikin toiseksi alkioksi automorfismilla ¢(h;).

Huomautus 7.3. Puolisuoraa tuloa maéritellesséa pitdad aina sopia homo-
morfismi ¢ : G — Aut(K), ja on hyviksi merkitd tdmé myos puolisuoran
tulon merkkiin.

Viimeksi osoitimme, ettd G = K x4 H on ryhmé. Liitannaisyys on han-
kalin, mutta kylla sekin karsivillisyydellda menee. Jos et ollut luennolla, tee
tadmé harjoitustehtéavana.
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Tehtéva 49. Osoita , ettd aliryhmé K; = {(k,1) : k£ € K} on G:n normaali
aliryhmé, joka on isomorfinen K:n kanssa. Osoita my0s, ettd Hy = {(1,h) :
h € H} on isomorfinen H:n kanssa. Ja lopulta myos, ettd K x, H = K x H
jos ja vain jos h¢ = 1 kaikille h € H.

Ylla oleva konstruktio on ulkoiselle puolisuoralle tulolle. Sisdinen versio
téstd saadaan seuraavasti. Jos on niin, ettd K <G ja H < G sekd G = HK ja
HO K =1, kutsumme H:ta K:n komplementiksi G:ssd. Téssé tapauksessa
voimme kayttda merkintaa

G=KxH,

ja sanoa, ettd laajennus halkeaa. Huomaa, etté pikkukolmion karki osoittaa
normaaliin aliryvhméaén pain. Halkeavassa laajennuksessa, voimme kirjoittaa
jokaisen G'n alkion yksikasitteisesti hk, jossa h € H ja k € K. Tama, silla
hiky = hoky johtaa siihen, ettéd hy 'hy = koky ' = HNOK=1.

Esimerkki 7.4. Diedriryhmé Ds,, = C,, x4 Cy, missa Cy =<t > ja t indusoi
kuvauksen, joka kuvaa jokaisen a n sen kdanteisalkioon ryhmaéssa C' : n
Voimme yleistdd tdmén konstruktion tapaukseen, jossa C' : n on aédreton
syklinen ryhmaé. Diedriryhmé Do, = Z x4 Cy, missé Cy =<t > ja edelleen ¢
indusoi kuvauksen, joka kuvaa jokaisen a:n sen kiddnteisalkioon ryhméssa Z.

Esimerkki 7.5. Tarkastellaan puolisuoraa tuloa AsxCs. Méaaritelladn ensik-
si ryhmén As automorfismit. Kaikki sen automorfismit ovat sisdisid automor-
fismeja, joten ryhméa Cs5 indusoi sisdautomorfismin, ja toimii siis normaalisti
konjugoimalla. Voimme valita alkioksi ¢ € 'y, minka tahansa involuution, eli
kakkosyklin, esimerkiksi (12). Koska puolisuorassa tulossa A5Cy = G ja tie-
démme, etté viitossykli ja kakkossykli generoivat ryhmén S5 on puolisuoran
tulon pakko olla isomorfinen ryhmén S; kanssa.

7.2 Tapettikuviot

Kun miké tahansa kaksiulotteinen taso on jaettu osiin tai koristeltu, voidaan
sille antaa symmetriaryhma. Usein symmetriaryhmé on vain triviaaliryhmaé,
mutta esimerkiksi tiiliseindn ryhmé ei ole triviaali, jos tiiliseind on muurattu
jonkun sdannollisen jarjestelméan mukaan. Tiiliseindn symmetriaryhmaé riip-
puu siitd, minkd muotoisia tiilet ovat, kuten myos siitéd, miten ne on aseteltu
limittain.

Voimme ryhmaéteorian avulla luokitella kaikki mahdolliset kaksiulotteiset
tapettikuviot. Jotta késite olisi jarkevd ryhméteoreettisesti oletamme aina,
ettd peitdmme tapettikuviolla ddrettoméan tason.

Madritelldédn ensin ryhméteoreettisia perusteita.
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Maééritelma 7.6. Tason R? isometria on surjektiivinen kuvaus 7 : R? —
R2, joka siilyttdd etiisyydet.

Esimerkkeja isometrioista ovat kierrot, siirrot, peilaukset seké liukupei-
laukset.

Siirto ja kierto sailyttavét orientaation, peilaukset ja liukupeilaukset
kaantavat sen.

Propositio 7.7. Jokainen R?:n aito (suunnat sdilyttivi) isometria on joko
kierto tai siirto. Jokainen epdaito isometria (eli suunnat kddntivdi) on joko
peilaus tai livkupeilaus.

Tason R? kaikki isometriat muodostavat ryhmin. Voidaan ajatella niité
tiettynd 2 X 2-matriisien ryhména. Kuvan perusteella kahden aidon tai epé-
aidon isometrian tulo on aina aito isometria, kun taas aito ja epéaito ovat
tulona epaaito.

Tapettikuvion perusajatus on, ettéd siind on joku kuvion perusyksikko,
joka toistuu jaksottain ja &drettomésti kahdessa dimensiossa, kahden ei-
paralleelin akselin suuntaisesti. Oletamme, ettd tdma peruskuvion toisto
tayttad koko tason. Tama jaksoittainen, mutta epajatkuva toistuminen tar-
koittaa sitd, ettd kiisittelemme R?:m diskreettejd isometrioita.

Mairitelma 7.8. R%mn isometriaryhmé G on diskreetti jos ja vain jos, jo-
kaista pistettd p € R? kohden on olemassa ympyra Y, jonka keskipiste on p
ja jokainen g € G joko kiinnittda pisteen p tai siirtdé sen pisteeseen gp, joka
on tdman ympyran Y, ulkopuolella.

Tapettikuvioryhmé on erés diskreettin ryhmén muoto. Téssa tapauksessa
tasosymmetria ryhma.

Maisritelméa 7.9. Tasosymmetriaryhmé on R%:n isometria ryhmin diskreet-
ti aliryhmé, joka sisdltda siirrot s, t kahteen ei-paralleeliin suuntaan.

Olkoon G on tillainen ryhmé, ja olkoon p € R2. Silloin kun kiytdmme
isometrioita st/ missi i, j € Z pisteeseen p, saamme tulokseksi ddrettomén
hilan.

Jos valitsemme s, t:n pienimmiksi mahdollisiksi siirroiksi, tiedamme, et-
té jokainen siirto on muotoa s't’. Ja niiden ’vektorien’ viliin jasvid aluet-
ta kutsutaan hilan perusalueeksi (fundamental domain). Joka tapauksessa,
siirtojen ryhmé vaatii vain kaksi virittdjié ja se on isomorfinen ryhmén Z2
kanssa, koska siirrot ovat luonnollisesti vaihdannaisia.

Tehtava 50. Ylldolevan méaaritelméan nojalla yksinkertaisin tasosymmetria-
ryhmi on Z2. Kuviossa ei siis ole ollenkaan kiertosymmetriaa. Etsi tdllainen
jostain ympéristostési ja piirré tai ota siitd kuva digi/kénnykkékameralla, jos
omistat sellaisen.
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On kuitenkin olemassa myo0s tapettikuvioita, joissa on jonkunlaista
kierto- tai peilisymmetriaa.

Tarkastellaan siis seuraavaksi mahdollisia kiertoja. Oletetaan, ettd ¢ on
pienin siirto ja r kierto, jonka kulma on pienin mahdollinen 8 = 27”

Valitaan kolme pistetta c, ¢, ¢] niin, etté ¢ siirtdd co:n c;:een, ja r siirtdé
pisteen ¢; pisteeseen ¢|. Nyt alkio ¢’ = rtr~—!, joka kuuluu ryhméin G, on
siirto, joka siirtdd pisteen cy pisteeseen ¢). Ja sitten alkio #'t~! on siirto,
joka siirtda c;:n pisteeseen ). Koska ¢ oli valittu pienimméksi mahdolliseksi,
ndemme, ettd etaisyys cic] ei voi olla lyhyempi kuin coc;. Tamé tarkoittaa

sitd, ettd kulma ¢ coc} on ainakin /3. Tésta seuraa, etta %” > %, jotenn < 6.

Tehtava 51. Osoita, ettd n = 5 ei myoskddn toimi.

Lause 7.10. Olkoon G tasosymmetriaryhmd. Silloin sithen kuuluvat kierrot
ovat kertalukua 1,2,3,4 tai 6.

Seuraavaksi tarkastelemme, minkélaisia hiloja tasosymmetriaryhmé voi
tuottaa. Tavoitteena on todistaa, ettd niittd on viittéd eri perustyyppia.

Unohdetaan siirrot hetkeksi, ja tarkastellaan kiertojen tuottamaa hilaa.
Jokaisella hilalla on luonnollinen kiertosymmetria kulman 7 ympéri (jompi-
kumpi hilan luonnollinen akseli).

Tarkastellaan nyt kiertoa, jonka kertaluku on 3. On olemassa kaksi eri
tapausta riippuen siitéd, onko kierron keskipiste hilan piste vai ei. Itseasiassa
kumpikin néista tapauksesti antaa identtisen hilan, joka koostuu tasasivuisis-
ta kolmioista. Téllaisessa hilassa on myos kertalukua 6 oleva kierto jokaisen
hilan pisteen ympaéri. Téallaista hilaa kutsutaan heksagonaaliseksi hilaksi.

Jos taas kierron kertaluku on 4, edelleen kierron keskipiste on joko hilan
piste tai ei. Joka tapauksessa, kumpikin antaa lopulta nelichilan.

Toiseksi tarkastelemme hiloja, joilla on peilisymmetria, jonkun suoran
suhteen. Huomaa, ettd tdma suora ei véilttamaéatta sisalla yhtdan hilan pistet-
ta. Koska peilauksen pitaé toimia yhdessé kiertojen kanssa (ddreton kuvia,
joka toistuu), peilisymmetriaa siséltavé hila ei voi olla heksagonaalinen. Tél-
lainen hila on viistamétta koottu joko nelikulmioista tai timanteista (tasasi-
vuinen suunnikas). Jos hilassa on liukupeilauksia, on se viistamétta koottu
timanteista, eli on keskitetyn nelikulmiohilan muotoinen.

On siis vain viitté eri hilatyyppid, joiden kuvat voit piirtéa alle.

Jatketaan hilan lokaalia tarkastelua, jonkun pisteen ympéristossa, silla
siirrot jo hallitsemme.

Maaritelma 7.11. Kaksiulotteinen kristallograafinen pisteryhma K on
R2:n sellaisten isometrioitten ryhmé, joka kiinnittds pisteen p ja kuvaa 2-
dimensioisen hilan, joka sisdltda p:n itseensa.
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Tallaisessa ryhmaéssé ei voi olla siirtoja tai liukupeilauksia, silla kumpi-
kaan niistd ei kiinnitd mitadn pistettd p. Siispa kaikki K:n alkiot ovat joko
kiertoja tai puolet niistd ovat kiertoja ja puolet ovat peilauksia, joten kos-
ka kiertojen kertaluvut ovat 1,2,3,4,6 on ryhmé K isomorfinen joko C), tai
Dy,:n kanssa kun n = 1,2, 3,4, 6.

Lopulta osoitamme, ettd tapettiryhmé koostuu seké siirtoryhmasta, etta
pisteryhmaésté ja itseasiassa on ndiden kahden puolisuora tulo, eli G = H x K.

Tarkemmin, osoitamme, ettd on olemassa homomorfismi ¢ : G — K ja
Kerop=H jaG/H =2 K.

Valitaan piste O tasolta R2. Jos p on miki tahansa isometria, joka siirtii
pisteen O pisteeseen a, ja t on siirto, joka siirtdd pisteen a pisteeseen O,
silloin s = t~!p kiinnittdd pisteen O, miki tarkoittaa sitd, ettd s on joko
kierto pisteen O ympaéri tai peilaus sellaisen viivan suhteen, joka menee O:n
lapi. Nyt voimme kirjoittaa isometrian p = ts.

Tieddmme, etta siirtoaliryhmé 7" on normaali aliryhmé ryhméssa kaikkien
isometrioitten ryhméssa E. Maaritellddn H = T N G, joka on siirtoaliryhmé
diskreetissd ryhmaéssa G. Silloin H < G.

Oletetaan, ettd g1 = t151 ja go = taso ovat kaksi ryhmén ¢ alkiota, jossa
t; on siirto ja s; kierto tai peilaus, kuten ylla. A priori, emme oleta, etté
Si, t; € G. Nyt

G192 = 1181 - tasy = b1 - S1las] ' - S182,

jossa, 51t251_1 on siirto ja s;se kiinnittédé pisteen O (koska kumpainenkin, s,
ja so kilnnittaa sen).
Samalla tavalla voimme kirjoittaa alkion

gr' = (tis1)”"

muotoon
syt sisy
miss# s, on kierto Om ympiri, ja s;'t;'s; on siirto.

Muistamme, etté s; oli alunperin alkio ¢! p, mutta nimé operaatiot osoit-
tavat, ettéd itseasiassa téllaiset alkiot s; hajotelmissa g; = t;s; muodostavat
ryhmén K, joka kiinnittdéd pisteen O.

Néin ollen kuvaus 6 : G — K, joka kuvaa 6(g;) = 0(t151) = s1 on sur-
jektio G:std ryhméén K. Sen ydin on Kerf = H. Jos nyt vield annamme H:n
alkioiden toimia pisteeseen O, huomaamme, ettd nain saamme muodostettua
hilan L.

Oletetaan nimittain, ettd a € L, joten a = tO, jollekin sopivalle t € H.
Olkoon s € K. Silloin on olemassa g € G siten, ettd g = ¢, jollekin sopivalle
t; € T. Koska

sa = stO = t7'gtO = t7 gtg ' gO = t7 gtg~'t,50.
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Mutta s kiinnittdd O:n ja gtg~' siirtdé hilan itseensd, joten sa = gtg=1O

on piste hilassa L, joten K = G/H on pisteryhmé, joka kuvaa hilan, jonka
madrittavat ryhma H ja piste O itseensa.

Jotta siis saisimme luokiteltua ryhmat G jotka ovat tapettikuvioryhmia,
pitdd meiddn méaaritelld hila L, piste O ja pisteryhmé K. Téssd emme kiy
luokittelua lapi, mutta toteamme, etté yllaolevan proseduurin mukaisesti té-
mé on tdysin mahdollista.

Tarkastellaan paria esimerkkié kuvallisesti.

Yksinkertaisin tapettikuvioryhmé on Z2. Sen hila koostuu suunnikkais-
ta, joiden sivujen pituudet ovat erisuuret. Heksagonaalisessa hilalla voi olla
monta symmetriaryhméé, ja ne riippuvat koristeluista.

Yksi tapettikuvioryhmé on Z2 x Cs, jossa Co toimii Z:ssa kiddntamalld
kunkin alkion. Témé&n ryhmén tapettikuvio on klassinen symmetrinen kdyn-
nos yhteen suuntaan.

Liukupeilaus saadaan vain keskitetyn neliohilan suhteen.

Tehtiva 52. Gradun aihe: Miki on ryhmén Z2 x Cy aliryhméin kasvu? Miten
karakteroisit aliryhmi#? Vertaa titd aliryhmé#n kasvu funktiota ryhmén Z2
vastaavaan. Mitd huomaat?

7.3 Lampunvartijan ryhma ja koynnostulot

Tapettikuvioryhmien luvussa késittelimme puolisuoran tulon késitettd. On
my6s hankalampi ryhmé, jonka voimme luoda kahden ryhmén tulona. Tamé
on niin kutsuttu kéynnostulo.

Kéynnostulo madritellaén helpoiten ryhmén toimintojen avulla. Olkoot
siis H ja K ryhmié, joista H toimii joukossa |['| = g ja K joukossa |A| = d.
Haluamme mééritelld ryhmén, joka toimii transitiivisesti joukossa 2 = I'x A.

Maarittelemme koynnostulon kantaryhméksi ryhmén, joka muodostuu
kuvauksista f : A — H. Ryhméoperaatio on pisteittdinen kertolasku, eli
f1f2(0) :== f1(8)f2(5). Tamén operaation suhteen F(A, H) = HY. Tami siis
tarkoittaa sitd, ettd meilla on H:n kopioita yhteenséa d kappaletta, ja ne on
numeroitu A:n alkioilla.

Kantaryhmaé toimii joukossa ) seuraavasti

(7, 0)f = (7/(9),0)-

Kun taas ryhmé K toimii permutoimalla H:n kopiot

(v, )k = (7, 0k).

Maarittelemme ryhmén HurK = B x K = {fk : f € B,k € K}.
Puolisuorassa tulossa K:n toiminta B:ssd on juuri sellainen kuin odotamme,

61



eli fikifoko = flfgflklkz, missé
FH(8) = F(Ok™Y)

Tutkikaamme pienintd mahdollista esimerkkia CowrCy, jotta saamme jo-
tain jirked tihin rakenteeseen. Ensiksikin ryhmén koko on 23, silli kanta-
ryhmé on Cy x Cj, jossa Cs toimii vaihtamalla Cs:n kopiot. Ryhmé on siis
(Cy x Cg) x Cy. Laadimme Cayleyn taulukon téstd ryhméstd. Merkitdan al-
kioita (aa)a, jossa a* = 1.

Taulukko 10: kertolaskutaulu ryhmalle CowrCs

* (1)1 (la)l
(1)1 (1
(la)1 (1

&

—_
~—

—
—~~

—_

&
~

o

NN AN AN N N N
o
5
N N N N N

Tehtava 53. Taydenna ylldoleva taulukko ja padttele, mikd ryhmé on ky-
seessa. Luokittelimme viisi kertalukua kahdeksan olevaa ryhméa ensimméi-
sessd luvussa.

Tehtava 54. Kuinka monta alkiota on ryhméssd SswrC3? Osoita, ettd ryh-
mén S, Sylowin p-aliryhmé on kéynnostulo.

7.4 Lampunvartijan ryhma

Kutsumme kéynnostuloa (Z/2Z)wrZ lampunvartijan ryhméksi, ja merkit-
semme sita kirjaimella L. Koynnostulon kantaryhmé B on

Pz/z.,
neL

ja tdméan perusteella L/B on isomorfinen ryhmén Z kanssa.
Jos haluamme kuvailla ryhméé virittdjien ja suhteitten avulla, vakio-
esitys lampunvartijan ryhmaélle annetaan kéynnostulon rakenteen kautta
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(a,t = [t"at™™ t"at™"],m,n € Z). Esitystd voidaan yksinkertaistaa (a,t :
(at"at™™)?,n € Z). Niiden lisiksi a® = 1.

Ryhmaén nimi tulee ryhmén hyodyllisesta visualisoinnista. Voimme aja-
tella tdman ryhmén toimivan kumpaankiin suuntaan ddrettomaéssa jonossa
katulamppuja ..., 12,1 1,1y, 1,2, ..., (huomaa, ettd ndmé& on indeksoitu ylem-
mén ryhmén alkioilla). Jokainen néisté lampuista voi joko palaa tai olla sam-
mutettu. Liséksi jonkun lampun, sanokaamme, [;:n alla seisoo lampunvartija.
Ryhman virittaja t kehottaa lampunvartijaa kulkemaan seuraavalle lampul-
le (vastaavasti t~! kehottaa lampunvartijaa kulkemaan edelliselle lampulle),
kun taas virittaja a ilmoittaa, ettd lampun [, status muuttuu, eli jos lamppu
palaa, sammutetaan se, ja jos lamppu on sammuksissa, sytytetdin se.

Lyhyesti, ryhmén alkio siis toimii &arellisend jonona siirtoja. Lampun
vartija lahtee lampusta [, liikkeelle, kulkee tietyille lampuille, sammuttaa
tai sytyttdd ne, ja pysahtyy lampulle [,,. Taméan perusteella on helpompi
ymmaéartaa virittajia ja suhteita.

Voimme olettaa, ettd vain darellinen méaéra lamppuja on sytytettynd mi-
né tahansa hetkend, koska minkd tahansa L:n alkion toiminta muuttaa kor-
keintaan &darellisen méaardn lamppuja. Taméa ei kuitenkaan esta sitd, etté
rajoittamaton méara lamppuja olisi sytytettyna.

Ryhmén toiminta on tdmén vuoksi samankaltainen/samanlainen Turin-
gin koneen toiminnan kanssa.

Tehtava 55. Millainen on ryhmé ZwrCs? Miten se eroaa darettoméasté
diedriryhmésté Z x4 Cy, jossa ¢ toimii kédnteisoperaationa.

Lopuksi tutkimme ryhmaa ZwrZ.

Tédmén ryhmén alkiot ovat muotoa (f,n), jossa f : Z — Z, n € Z,
joten B = (Il,,czZ) kanssa. Tamén alkiot ovat muotoa (f,0). Luonnollisesti
ZwrZ, = B X Z, jossa Z toimii joukossa B luonnollisesti permutoimalla.
Kertolasku ryhméssi on méaéaritelty (f,n)(h,m) = (k,n + m), missa k(i) =
f(i)+h(i4+n). Konjugointi alkiolla (0, 1) toimii seuraavasti: (f,n)® = (g,n),
jossa g(i) = f(i+1), joten konjugointi siirtda kuvaa yhden pykalan eteenpéin.

Tehtava 56. Olkoon

1 ,jos n on parillinen
f(n) = . .
—1 ,jos n on pariton.

Laske (f,0)0D,
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8 Vapaa ryhma

Kolmosluvussa méérittelimme vapaan Abelin ryhmén. Se oli vapaa Abelin
ryhmien kategoriassa. Edellisessd luvussa tutustuimme ratkeavien ryhmien
kategoriaan. Nyt méaarittelemme vapaan ryhmén kaikkien ryhmien katego-
riassa.

Intuitiivisesti, vapaa ryhmé on se ryhmaé, josta on mahdollista tuottaa
kaikki ryhmét. Samaan tapaan kuin kaikki ad&relliset ryhmét ovat symmet-
risen ryhmén aliryhmia, ovat kaikki ryhmét vapaan ryhmén tekijaryhmia.
Tarkastelemalla ryhmia vapaan ryhman tekijaryhminé, saamme myos uuden
tavan esittdd ryhmié, johon olemme pari kertaa jo talla kurssilla torméanneet..
Jo ryhméteorian alkeissa huomataan, ettei ryhmén kertolaskutaulukko (Cay-
leyn taulukko) ole kaikkein kétevin tapa hahmottaa ryhméé, silla se kasvaa
tavattoman suureksi tavattoman nopeasti, jo kahdeksan alkion ryhmaéssa oli
tyoldsta laatia Cayleyn taulukko. Tamén kappaleen tarkeintd materiaalia on
ryhmaén esittdminen virittdjien ja suhteiden avulla. Tédhan olemme jo hieman
viitanneet aikaisemminkin.

Vapaan ryhmén méiritelmé on kategoriateoreettinen.

Maaritelma 8.1. Olkoon X = {X,},c; joukko. Vapaa ryhmé joukolle X
koostuu ryhmaésta F' = Fx ja kuvauksesta i: X — F' | jolle pétee kaikille
ryhmille GG ja kuvauksille j: X — G on olemassa yksikésitteinen homomor-
fismi p: F — @, joka kommutoi po = j.

Kategoriateoreettisen holynpdélyn avulla on selvédé, ettd tdmé ryhmé on
olemassa, mutta sen konstruointi ei ollut taysin yksinkertaista.

Kasittelemme nyt algebrallista konstruktiota. Olkoon X symmetrinen
aakkosto. Symmetrinen tarkoittaa sité, ettd jos + € X on myds 27! € X.
Aakkoston voi yleisemmin ymmértda virittajéjoukoksi.

Esimerkiksi, olkoon X = {a, b}, ja olkoon e tyhja sana. Aakkostosta voi-
daan muodostaa sanoja a, b, ab, ba, aaabbbaaababababaa. Jos ymmérretain
aakkoset ryhmén virittdjinéd, on kukin sana tietysti ryhmén alkio. Muistam-
me kuitenkin, etté virittdjit oli saatettu valita niin, ettd a? = 1, jolloin sana
aaabbbaaababababaa = abbbabababab, joten kaksi eri sanaa esittdvit ryhmén
alkiota. Méarittelemme seuraavaksi vapaan tulon ja supistetut sanat, jotta
saamme vapaan ryhmaéan konstruoitua.

Olkoot v ja w kaksi sanaa aakkostossa X. Silloin vw on sana, jossa v ja
w on kirjoitettu yhdeksi sanaksi. Jos sana v paattyy kirjaimeen x ja sana
w alkaa kirjaimella 27!, supistetaan namé kirjaimet. Kun kaikki mahdolliset
supistukset on tehty, saadaan supistettu sana.

Propositio 8.2. Olkoon X aakkosto. Supistetut sanat muodostavat vapaan
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ryhmdn aakkostossa (virittagistossi) X. Ryhmdn kertolaskuna on sanojen
kirjoittaminen vierekkdin.

Todistus. On selvéa, ettd tamé operaatio muodostaa ryhmén. Tarkistamme,
ettd ryhmé on vapaa. O]

8.1 Ryhman esitys virittajien ja suhteitten avulla

Lause 8.3. Jokainen ryhmd on vapaan ryhmdan tekiyjaryhma.

Todistus. Todistamme darellisesti viritetyn tapauksen. Vapaan ryhmén maa-
ritelmén mukaan jokainen virittdjakuvaus ¢ : X — A laajenee ryhmého-
momorfismiksi ¢ : ' — G. Taméa ryhméhomomorfismi on surjektiivinen va-
paan ryhméan universaaliominaisuuden perusteella. Niinpa ensimmaisen iso-
morfialauseen perusteella G = F/Kerg. O

Huomaa, ettd Ker¢ koostuu niistd sanoista ryhméssa F', jotka ovat tri-
viaaleja sanoja ryhmaéssa G. Niita triviaalia sanoja kutsutaan suhteiksi.

Esimerkki 8.4. Téssd joitain tuttujen ryhmien esityksia. Mitka ndiden ryh-

mien nimet ovat?
L. (a:a™=1)
2. {a,b:a*=0b*=1,ab= ba)

(
{
3. {a,t:a* =t* =1, tat = a™').
{
(

4. (s1,89,83: 82 =1,(5152)% = (5283)° = (s5183)? = 1)

5. {a,b,c:atba =b*b"tcb = c? clac = a?)
Tehtava 57.
Miké ryhmé saadaan, kun virittdjind ovat kaikki suomen kielen luonnolliset
aakkoset, a,b,c,...,,, ja relaatioina kaikki suomenkieliset sanat. Eli auto =

1,talo = 1 jne? Muuttuuko tulos, jos sallimme taivutusmuodot? Enté, jos
otamme pois vierasperaiset kirjaimet?

Olkoon ryhmén virittdjat nyt aakkoset a,b,c,...,z,y, z, eli englannin ak-
kosto. Mikd ryhméa saadaan, kun suhteina ovat kaikki homonyymit, eli sa-
nat, jotka kirjoitetaan eri tavalla, mutta lausutaan samalla tavalla. Esim.
pear = pair ja hear = here.
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Tehtavi 58. Ovatko seuraavat ryhmét isomorfiset?
{a,b:a*=1b>=1,(ab)* =1, (ab*)? = 1)

ja
{a,b,c:a®> =b* =c* =1,ab = bc,achc = 1).

Tehtiva 59. Olkoon (k,I,m : k3 = [* = m® = 1,mkl = lk,m3k* = [3))
supista sanaa mklk?l>mkmk niin paljon kuin mahdolista. Onko timé sana
ykkosalkio?

Yksi ryhmén esitysten ongelma on, ettd niiden perusteella on hyvin han-
kala sanoa, onko joku tietty sana yksikkoalkio. Itseasiassa, tdmé ongelma
on padttdmaton (undecidable). Kuten myos se, milloin kaksi ryhmééa ovat
isomorfisia tai kaksi alkiota ovat toistensa konjugaatteja. Nama ongelmat
tunnetaan nimilla sanaongelma, isomorfismiongelma ja konjugaatio-ongelma.
Yleisté ratkaisua néille ongelmille ei ole, mutta niitd voidaan tutkia tietyissa
ryhmétyypeissa, ja joissain ne voidaan paattaa. Sanaongelma on ratkeava esi-
merkiksi hyperbolisissa ryhmissé ja peilausryhmisséd. (Rips, Sela, Tits. Tits
on viime vuoden Abelin palkinnon voittaja)

Sanaongelmia voidaan hahmottaa Cayleyn verkon ja sen geometristen
ominaisuuksien avulla. (Itseasiassa hyperbolisen ryhmén méaaritelméssé kéy-
tetddn Cayleyn verkkoa.)

Oletetaan, ettd ryhmélla G on dérellinen virittdajajoukko X | J X! Cay-
leyn verkon solmut ovat ryhmén G alkiot. Solmut a ja b yhdistetdan, jos on
olemassa sellainen x € X, ettd ax = b. Joten jokainen ryhmén kaari vastaa
siis virittdjajoukon alkiota.

Esimerkki 8.5. Tarkastelemme ryhmén kahden alkion virittdmén vapaan
ryhmén Cayleyn verkkoa. Olkoot x ja y ryhmén F;, virittdjat. Koska haluam-
me tarkastella symmetristi virittdjijoukkoa, virittdjat ovat x, 2z~ !y, y7 .
Aloitamme konstruoinnin ykkosalkiosta. Ykkosalkiosta lahtee yhteensa neljé
kaarta, alkioihin z, x7!,y,y~!. Alkiosta z lihtee kaari takaisin ykkosalkioon,
ja tamin lisiksi alkioihin 22, zy, zy~!. Kukin verkon solmu on siis redusoitu
sana aakkostossa x,y, kuten pitdakin. Lisdksi huomaamme, ettd verkossa ei
ole sykleja, silla sykli vastaa suhdetta, ja vapaassa ryhméssa ei ole suhteita.
Cayleyn verkko on siis yksinkertaisesti déretén 4-valentti puu.

Tehtavia 60. Mikd on Z:n Cayleyn verkko? Minkélainen on Z x Z:n Cay-
leyn verkko? Piirrd Cayleyn verkko ryhmaélle S5, kun sen virittdjat ovat
(12),(13),(23). Piirrd vastaava verkko virittdjille (12), (123). Miten viritté-
jien valinta vaikuttaa verkkoon?
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Verkon ominaisuuksien perusteella voimme maééaritelld ryhmien ominai-
suuksia. Esimerkiksi hyperboliset ryhméat viittaavat ryhmiin, joiden verkko
muistuttaa hyperbolista avaruutta. Tama verkko ei riipu virittdjajoukon va-
linnasta.

Cayleyn verkolle voidaan helposti antaa luonnollinen metriikka toteamal-
la, etta jokaisen sivun pituus on yksi, tatd metriikaa kutsutaan sanametrii-
kaksi. Avoin pallo, jonka séde on ¢ on origosta lahtien kaikkien niiden sano-
jen joukko, joiden pituus on korkeintaan ¢. Jos maarittelemme kunkin verkon
kaaren pituudeksi 1, saamme geometrisen merkityksen télle méaaritelmaélle.

Sanojen kasvulla puolestaan tarkoitetaan sitd, kuinka monta ryhmén al-
kiota voidaan esittdéd korkeintaan n:n pituisena sanana. Geometrisesti aja-
tellen tdmé tarkoittaa sitd, miten monta alkiota sisdltyy m-pallon sisille
tassd metriikassa. Joskus tamé pallo kasvaa lineaarisesti, joskus polynomi-
sesti, joskus eksponenttisesti. On myds joitain ryhmié, joille kasvu on ali-
eksponenttinen. Namé ryhmét ovat oksaryhmié, jotka voidaan maéaéaritelld
tiettyjen puiden automorfismiryhmina.
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