MITTA JA INTEGRAALI - HARJOITUS 4 MALLIT

1. Laske limsup,, ., (—1)" 4+ & ja liminf, o (— 1)" + 1

Ratkaisu: Selvisti sup,,»;(—1)" + % onl+ 1 - jos k: parillinen ja 1+ k+l
jos k pariton. Kumpikin termi suppenee koht1 arvoa 1 kun k — oo. Siis
lim sup,_ oo (—1)" + = = limj o SUP,,», (—=1)" + = = 1.

Jokaisella k € N pitee inf,>;(—1)"+1 = —1. Siis liminfj_oo(—1)"+ 2 =

2. Olkoot (x,,), (y,) C R rajoitettuja jonoja. Néayté ettd

lim sup(z,, + ¥,) < limsup x,, + limsup y,
ja
liminf(z, + y,) > liminf z,, + liminf y,,.
Ratkaisu: Ehto ettd jonot ovat rajoitettuja takaa ettd ei synny terme-

jd muotoa co — oo, jotka eivit ole méériteltyja. Huomaa, ettd sup;s, y; <
SUpP;>k ¥i ja infis, y; > infispy; kun n > k. Arvioidaan seuraavasti:

lim sup(z+yx) = hm sup(z,+yn) < lim sup(z,+supy;) < lim sup(x,+supy;)

k—o0 k—o0 n>k —0 n>k i>n k—o0 n>k i>k

= lim (supz, +supy;) = lim sup z,, + lim supy; = limsup z,, + lim sup y,,
k—oo p>pk i>k k—00 > k—oo ;> k—o00 k—o00

ja
- . R R
pnipfCecton) = i of(encbon) = o g Ceotiplo) 2 o (ot v

= lim (inf =, + infy;) = lim inf x,, + lim inf y; = liminf z,, + hm 1nf Yn.
k—oo n>k i>k k—oon>k k—ooi>k k—oo

3. Olkoot F, = {U;2, F; : F, C R™ suljettu Vi € N} ja G5 = {2, Vi :
V; € R™ avoin Vi € N}. Osoita, ettd ndmé joukot siséltyvit R™mn Borelin
joukkoihin.

Ratkaisu: Palautetaan mieleen ettd Bor(R™) on pienin R™:n osajoukkojen
o-algebra joka sisdltdé suljetut joukot. Koska avoin joukko on suljetun jou-
kon komplementti ja o-algebra sisdltdid jasentenséd komplementit, saadaan,
ettd kokoelmaan Bor(R") siséltyviat myos avoimet joukot. Olkoon F; C R”
suljettu joukko jokaisella i € N. Talloin F; € Bor(R™) jokaisella i ja siten



Ni2, Fi € Bor(R™), koska Bor(R") sisiltdd o-algebrana jisentensd numeroi-
tuvat leikkaukset. Tarkastellaan avoimia joukkoja V; C R™ missé ¢ € N. Vas-
taavasti V; € Bor(R") jokaisella i ja | i, Vi € Bor(R™), silld Bor(R") sisiltdi
o-algebrana jésentensid numeroituvat yhdisteet. Siis F,, Gs C Bor(R").

4. Olkoot f,g:R™ — R mitallisia kuvauksia. Néayta ettd tulokuvaus fg on
mitallinen.

Ratkaisu: Olkoon v: R" — R%*;v(x) = (f(2),g(x)). Lauseen 2.10 mukaan
v on mitallinen. Olkoon u:R? — R, wu(s,t) = st. Tami on jatkuva kuvaus
(Analyysi I). Nyt fg = u o v on mitallinen kuvaus lauseen 2.9 mukaan.

5. Néyté ettd kuvaus f: R™ — R on mitallinen jos f~!((—o00, ¢)) on mitallinen
jokaisella g € Q.

Ratkaisu: Kéytdamme monisteen lausetta 2.12; jonka mukaan f on mitalli-
nen jos joukko E” = {z € R": f(x) < a} on mitallinen jokaisella a € R. Ol-
koon a € R. Valitaan jono (g,) C Q, siten ettd ¢1 > ¢ > ¢q3 > ... > ¢, — a
kun n — oco. Havaitaan ettd x € R"™ kuuluu joukkoon E” jos ja vain jos
z € f1((—00,¢,)) jokaisella n € N. Siis E” on (,—, [ ((—00,¢,)), joka
on siis numeroituva leikkaus oletuksen mukaan mitallisista joukoista ja siten
mitallinen. Lauseen 2.12. sovellus antaa ettd f on mitallinen funktio.

6. Olkoon f:R"™ — R kuvaus. Osoita, ettd kuvauksen f jatkuvuuspisteiden
joukko A = {x € R": f jatkuva pisteessa x} on Lebesgue-mitallinen. [Ohje:
verifioi ettd A on leikkaus joukoista

1
k

Ratkaisu: Kdytdmme ohjeen joukkoja G; D G D G3 D .. ..

Palautetaan mieleen funktion jatkuvuuden mééritelmé: f on jatkuva pis-
teessd x € R™ jos jokaisella € > 0 on olemassa sellainen § > 0 jolle f(B(x,d)) C
B(f(x),€) (merkitsemme téssd sekd R™m ettd R:n avointa kuulaa samalla
symbolilla B). Oletetaan, ettd f on epdjatkuva pisteessi z € R". Tamé tar-
koittaa sitd ettd on olemassa ¢ > 0 jolle f(B(z,0)) ¢ B(f(2),¢) kaikilla
6 > 0. Tami voidaan my®ds kirjoittaa sup,ep(..5) |f(2) — y| > € jokaisella
6 > 0, erityisesti sup, ,e (5.0 [V — w| > € jokaisella § > 0. Tami tarkoit-
taa edelleen sité ettd jokaisella avoimella joukolla G' C R", jolla z € G pétee
ettd sup, ,ep(q) [V — w| > e Valitsemalla k € N, jolle % < ¢, saadaan et-
td z & Gy. Siis z ¢ (),—, Gk ja koska z oli mielivaltainen ep#jatkuvuuspiste

saadaan A C (), Gy.

Gr = J{G cR": G avoin, |f(z) - f(y)| < 7 Va,y € G}]



Olkoon z € (,2, Gy jae > 0. Valitaan k € N jolle % < €. Nyt on olemassa
avoin joukko U € G, siten etti z € U. Siis sup, ¢ ) [v—w| < ¢ < €. Olkoon
6 > 0 siten ettd B(x,8) C U. Nyt f(B(z,8)) C B(f(z), 1) C B(f(x),¢). Siis
[ on jatkuva pisteessé = ja saamme ettd A = [, Gk.

Seuraavaksi analysoimme joukkoa (), Gj. Jokainen G on yhdiste avoi-
mista joukoista, siis itsekin avoin. Niinpa jokainen Gj on mitallinen. Huo-
maamme ettd A = (-, G on mitallinen joukko koska se on mitallisten
joukkojen numeroituva leikkaus.



