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LIITE A

Zornin lemma

Matemaattisissa todistuksissa on usein suoritettava valintoja. Se ei
ole ongelmallista, jos on valittava vain yksi alkio kerrallaan ja tiedetään,
että valittavien alkioiden joukko ei ole tyhjä.

Asia ei kuitenkaan ole yhtä selvä, kun on tehtävä useita – taval-
lisesti ääretön määrä – toisistaan riippuvia valintoja samanaikaisesti.
Tyypillinen esimerkki algebran alalta on Krullin lause renkaan maksi-
maalisista ideaaleista (lause 1.7.7). Sen todistamiseksi on osoitettava,
että renkaasta voidaan valita alkiot, joiden joukko on annetun ideaalin
sisältävä aito ideaali, vieläpä niin, että ainoa laajempi ideaali on koko
rengas.

Mutkikkaat valintatehtävät ratkaistaan tavallisesti seuraavaan ta-
paan: Aluksi tarkastellaan toivottujen ratkaisujen ohella myös “osittai-
sia ratkaisuja” eli sellaisia ratkaisuehdokkaita, jotka toteuttavat vain
osan vaadituista ehdoista. Sitten vertaillaan ehdokkaita eli täsmälli-
semmin sanottuna määritellään niiden joukossa järjestys, jota voi aja-
tella “paremmuusjärjestykseksi.” Lopuksi etsitään parhaat mahdolliset
ehdokkaat ja osoitetaan, että ne ovat toivottuja ratkaisuja.

Esimerkiksi Krullin lauseen tapauksessa ehdokkaita ovat kaikki an-
netun ideaalin sisältävät aidot ideaalit. Järjestys niiden joukossa on ta-
vallinen sisältymisrelaatio: mitä suurempi ideaali, sitä parempi osittai-
nen ratkaisu. Parhaat mahdolliset eli maksimaaliset ehdokkaat ovatkin
tehtävän ratkaisuja.

Yllä esitetyn tarkastelun keskeiseksi kysymykseksi jää maksimaalis-
ten alkioiden olemassaolo osittaisten ratkaisujen muodostamassa järjes-
tetyssä joukossa. Tärkein apukeino tällaisten ongelmien ratkaisuun on
Zornin lemma.

A.1. Järjestetyt joukot

Ennen Zornin lemman käsittelyä on syytä kerrata järjestysrelaatioi-
ta koskevat peruskäsitteet. Olkoon E joukko.

Määritelmä A.1.1. Relaatio x ≤ y joukossa E on järjestys , kun kai-
killa x, y, z ∈ E pätee

i) x ≤ x;
ii) jos x ≤ y ja y ≤ x, niin x = y;
iii) jos x ≤ y ja y ≤ z, niin x ≤ z.

Järjestyksellä varustettuna joukko E on järjestetty joukko.
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176 A. ZORNIN LEMMA

Määritelmän ehdot merkitsevät, että järjestysrelaatio on refleksii-
vinen (i), transitiivinen (iii) ja antisymmetrinen (ii). Jos lisäksi kaikilla
x, y ∈ E on voimassa ehto

iv) x ≤ y tai y ≤ x,

niin sanotaan, että E on täysin järjestetty joukko ja että sen järjestys
on täysi järjestys.

Huomautus. Toisinaan sanotaan, että ehdot i) - iii) täyttävä relaatio
on osittainen järjestys, ja järjestykseltä vaaditaan myös ehto iv). Kos-
ka useimmat järjestetyt joukot eivät ole täysin järjestettyjä, on käy-
tännöllisempää jättää pois viittaus osittaisuuteen.

Esimerkkejä. 1) Olkoon X joukko ja E = P(X) sen potenssijoukko.
Tällöin sisältymisrelaatio A ⊂ B on järjestys E:ssä. Se on täysi järjes-
tys vain, jos joukossa X on enintään yksi alkio.

2) Olkoon A järjestetyn joukon E osajoukko. Tällöin relaatio

x ∈ A, y ∈ A ja x ≤ y

on järjestys A:ssa, ns. indusoitu järjestys. Tällä varustettuna A on E:n
järjestetty osajoukko. Jos A on täysin järjestetty, niin sitä sanotaan E:n
ketjuksi.

3) Jos E on järjestetty joukko, niin relaatio

x ≤′ y ⇔ y ≤ x

on myös järjestys E:ssä, ns. käänteinen järjestys. Tavallisesti sille käy-
tetään merkintää x ≥ y.

4) Olkoot X ja Y kaksi joukkoa sekä E joukko, jonka muodostavat
kaikki parit (A, f), missä A ⊂ X ja f : A → Y on kuvaus. Tällöin
relaatio

(A, f) ≤ (B, g) ⇔ A ⊂ B ja f = g|A
on järjestys E:ssä. (Tällainen järjestys tarvitaan usein todistuksissa,
joissa käytetään Zornin lemmaa, kuten esim. lauseessa 4.3.4.)

5) Olkoon X joukko ja E sellaisten X:n alkioperheiden (xi)i∈I muo-
dostama joukko, joiden indeksijoukko I on erään joukon A osajoukko.
Kun perheet tulkitaan kuvauksiksi kuten edellisessä esimerkissä, saa-
daan joukon E järjestysrelaatio

(xi)i∈I ≤ (yj)j∈J ⇔ I ⊂ J ja xi = yi, kun i ∈ I.
Jos x ≤ y on järjestys joukossa E, niin E:ssä määritellään relaatio

x < y ehdolla
x ≤ y ja x 6= y.

Tällöin kaikilla alkioilla x, y, z ∈ E ovat voimassa seuraavat tulokset:

x ≤ y ⇔ x < y tai x = y,

x ≤ y ja y < z ⇒ x < z,

x < y ja y ≤ z ⇒ x < z.
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Maksimaaliset alkiot ja ylärajat.

Määritelmä A.1.2. Järjestetyn joukon E alkio a on sen maksimaali-
nen alkio, kun ehdoista x ∈ E, x ≥ a seuraa x = a.

Alkio a on joukon E suurin alkio, kun x ≤ a kaikilla x ∈ E.

Jos joukossa on suurin alkio, niin se on yksikäsitteinen ja samalla
ainoa joukon maksimaalinen alkio. Jos suurinta alkiota ei ole, maksi-
maalisia alkioita voi olla useita.

Kun tarkastellaan joukon käänteistä järjestystä, saadaan vastaavas-
ti minimaalisen alkion ja pienimmän alkion määritelmät.

Määritelmä A.1.3. Olkoon E järjestetty joukko ja A sen osajoukko.
Alkio a ∈ E on joukon A yläraja, kun x ≤ a kaikilla x ∈ A. Alkio a ∈ E
on A:n pienin yläraja joukossa E, kun se on A:n kaikkien ylärajojen
joukon pienin alkio.

Käänteistä järjestystä tarkastelemalla saadaan taas osajoukon ala-
rajan ja suurimman alarajan määritelmät.

Jos järjestetyn joukon E osajoukon A pienin yläraja (tai suurin
alaraja) joukossa E on olemassa, niin se on yksikäsitteinen ja sille käy-
tetään merkintää

supE A tai supA (ja infE A = inf A).

Jos joukossa A on suurin (tai pienin) alkio, niin se on myös pienin
yläraja supA (tai vastaavasti suurin alaraja inf A).

Esimerkki 6) Olkoon E joukon X potenssijoukko P(X) ja

A = {Yi | i ∈ I}, Yi ⊂ X (i ∈ I),
jokin E:n epätyhjä osajoukko. Tällöin on E:ssä aina olemassa pienin
yläraja ja suurin alaraja

supA =
⋃

i∈I
Yi , inf A =

⋂

i∈I
Yi .

(Jos A = ∅, niin supA = ∅ ja inf A = X; muulloin inf A ⊂ supA .)

A.2. Valintakuvaukset

Olkoon E järjestetty joukko. Tavoitteena on löytää maksimaalisia
alkioita joukosta E. Jos sellaisia ylimalkaan on olemassa, niitä voi olla
useita, ja siksi maksimaalisen alkion tavoittamiseen tarvitaan yleensä
valintoja. Ei voida odottaa, että olisi olemassa jokin yleinen menetelmä,
jolla maksimaalinen alkio voitaisiin suoraan määrittää. Eräs tapa tehdä
valintoja on seuraava.

Valitaan aluksi jokin E:n alkio x0. Jotta valinta olisi mahdollinen,
on tietenkin oletettava, että E ei ole tyhjä. Tarkastellaan sitten joukkoa

A0 = ]x0,→[ = {x ∈ E | x0 < x},
jonka muodostavat alkiota x0 aidosti suuremmat E:n alkiot.
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Jos A0 = ∅, niin x0 on E:n maksimaalinen alkio ja tavoite on saavu-
tettu. Muussa tapauksessa A0 on E:n aito epätyhjä osajoukko. Lisäksi
A0 sisältää kaikki mitä tahansa alkiotaan x suuremmat E:n alkiot. Täs-
tä seuraa, että x on maksimaalinen A0:ssa, jos ja vain jos se on maksi-
maalinen E:ssä, ja siten jatkossa on riittävää etsiä maksimaalinen alkio
osajoukosta A0.

Toistetaan sama menettely: Valitaan alkio x1 ∈ A0 ja tarkastellaan
A0:n aitoa osajoukkoa

A1 = ]x1,→[ .

Jos nyt A1 on tyhjä, niin x1 on maksimaalinen. Muuten jatketaan sa-
maan tapaan, kunnes saadaan joko maksimaalinen alkio tai päättymä-
tön aidosti kasvava jono E:n alkioita

x0 < x1 < x2 < · · · < xn < · · · .
Siirretään myöhemmäksi kysymys siitä, miten tästä eteenpäin oli-

si jatkettava. Sen sijaan selvitetään ensin, kuinka edellä hahmoteltu
menettely voitaisiin muotoilla täsmällisesti. Ennen kaikkea miten siinä
tehdyt valinnat olisi mahdollista perustella.

Ensi näkemältä vaikuttaa siltä, että alkioiden xn löytämiseksi jou-
dutaan suorittamaan ääretön määrä toisistaan riippuvia valintoja. Lä-
hempi tarkastelu osoittaa kuitenkin, että näin ei ole asian laita. Vaikka
yllä valinnat kuvattiin peräkkäisinä, ne ovat kuitenkin oleellisesti toi-
sistaan riippumattomia.

Jokaiseen alkioon x ∈ E liittyy E:n osajoukko

Ax = ]x,→[ .

Olkoon S niiden alkioiden x joukko, joilla Ax ei ole tyhjä. Jos x ∈ S,
niin Ax:stä voidaan valita alkio p(x). Tällainen valinta voidaan tehdä
kaikilla alkioilla x ∈ S toisistaan riippumatta. Näin saadaan kuvaus

p : S → E,

joka kaikilla x ∈ S toteuttaa ehdon

p(x) ∈ Ax.

Tällaista kuvausta sanotaan valintakuvaukseksi .
Yllä esitetty periaate, jonka mukaan mielivaltainen määrä valintoja

voidaan tehdä samanaikaisesti, kun ne ovat riippumattomia toisistaan,
tunnetaan nimellä valinta-aksiooma. Se voidaan yleisesti muotoilla seu-
raavasti.

Olkoon (Xi)i∈I perhe epätyhjiä joukkoja. Tällöin on olemassa va-
lintakuvaus

p : I →
⋃

i∈I
Xi,

joka kaikilla i ∈ I toteuttaa ehdon p(i) ∈ Xi.
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Huomautus. Kun tulkitaan valintakuvaukset p alkioperheiksi (xi)i∈I ,
missä xi = p(i) ∈ Xi, valinta-aksiooma saa lyhyen ja helposti ymmär-
rettävän muodon

∏

i∈I
Xi 6= ∅.

A.3. Rekursio

Valintakuvausta käyttäen voidaan palata yllä esitettyyn menette-
lyyn jonoa (xn) valittaessa. Joukon E järjestystä ei tällöin tarvita. Tu-
los saadaan suoraan seuraavasta lauseesta.

Lause A.3.1. Olkoon E joukko, S sen osajoukko, p : S → E kuvaus ja
a jokin E:n alkio. On olemassa yksikäsitteinen r ∈ N ∪ {∞} ja jono
(xn)n∈N,n≤r, joka toteuttaa ehdot

i) x0 = a;
ii) xn ∈ S ja xn+1 = p(xn), kun n < r;
iii) xr /∈ S, jos r 6=∞.

Todistus. Tarkastellaan äärellisiä jonoja (xn)0≤n≤r, jotka toteutta-
vat ehdot i) ja ii). Niiden joukko M ei ole tyhjä, koska se sisältää
ainakin jonon, jossa on vain yksi alkio x0 = a.

Olkoot (xn)0≤n≤r ja (yn)0≤n≤s kaksi joukkoon M kuuluvaa jonoa.
Osoitetaan induktiolla, että xn = yn, kun n ≤ min(r, s). Ehdon i)
nojalla tämä pätee, kun n = 0.

Oletetaan sitten, että xn = yn jollakin n < min(r, s). Ehdosta ii)
seuraa silloin xn = yn ∈ S ja xn+1 = p(xn) = p(yn) = yn+1. Väite pitää
siten paikkansa.

Yllä on nähty, että jonot (xn) ∈ M eroavat toisistaan vain pituu-
tensa puolesta; muuten niissä on samat alkiot. Jokaista lukua r ∈ N
kohti on siis enintään yksi ehdot i) ja ii) täyttävä jono.

Tällöin on kaksi mahdollisuutta: jokoM:ssä on mielivaltaisen pitkiä
jonoja tai sitten niiden joukossa yksi on pisin. Jälkimmäisessä tapauk-
sessa ehto iii) on välttämättä voimassa, koska muuten jonoa olisi mah-
dollista vielä jatkaa; edellisessä voidaan taas kaikkiM:n jonot yhdistää
äärettömäksi jonoksi, jota ehto iii) ei koske. Kummassakin tapauksessa
jono on yksikäsitteinen. ¤

Kun E on epätyhjä järjestetty joukko, S on sen maksimaalisten
alkioiden joukon komplementti ja p : S → E täyttää ehdon x < p(x)
kaikilla x ∈ S, lauseesta seuraa, että E:ssä on maksimaalinen alkio
m = xr /∈ S tai ääretön kasvava alkiojono (xn)n∈N. (Siinä voi myös olla
sekä maksimaalinen alkio että kasvava jono.)

Tarkastellaan nyt lähemmin sitä tapausta, jossa joukosta E on löy-
detty aidosti kasvava jono

x0 < x1 < x2 < · · · < xn < · · · .
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Tällöin on kaksi mahdollisuutta: joko alkioiden xn joukolla on ylära-
ja x ∈ E tai sitten niillä ei ole ylärajaa E:ssä. Jos ylärajaa ei ole,
syynä voi olla, ettei E:ssä ole yhtään maksimaalista alkiota. Monesti
voidaan kuitenkin osoittaa, että jonolla (xn) on yläraja E:ssä. Tällöin
valintamenettelyä voidaan jatkaa.

Oletetaan, että jonolla on yläraja E:ssä, ja valitaan niistä yksi, xω,
joka siis täyttää ehdon

x0 < x1 < x2 < · · · < xn < · · · < xω.

Indeksi ω merkitsee ensimmäistä ääretöntä järjestyslukua. Jos xω ei
ole maksimaalinen E:ssä, voidaan valita sitä suurempi alkio xω+1 ja
valintoja voidaan jatkaa, kunnes kohdataan maksimaalinen alkio tai
saadaan uusi ääretön kasvava E:n alkiojono

xω < xω+1 < xω+2 < · · · < xω+n < · · · .
Jos tällaisella jonolla on yläraja E:ssä, voidaan taas valita niistä

yksi, xω+ω. Näin on ilmeisesti mahdollista jatkaa valintoja niin kauan
kuin muodostuville jonoille löytyy ylärajoja E:ssä.

Kun halutaan täsmentää viimeksi kuvattua menettelyä havaitaan
yksinkertaisen jonon (xn) etsimiseen verrattuna kaksi eroa. Ensinnäkin
yksittäisten epämaksimaalisten alkioiden xn, xω+n, . . . joukossa määri-
tellyn valintakuvauksen ohella tarvitaan kuvaus, joka valitsee kokonai-
selle jonolle ylärajan. Ja toiseksi luonnollisten lukujen lisäksi indekseinä
esiintyy äärettömiä järjestyslukuja.

Tarkastellaan nyt kumpaakin kohtaa lähemmin. Ehdon x < p(x)
täyttävää valintakuvausta p käytetään, kun päättyvää jonon alkuosaa

(xν)ν≤α (α = n, ω + n, . . .)

halutaan jatkaa alkiolla xα+1 = p(xα), joka toteuttaa ehdon

xν < xα+1 (ν ≤ α).

Niiden alkioiden xα kiinnittämiseen, joilla ei ole välitöntä edeltäjää
(α = ω, ω+ω, . . . ), tarvitaan taas kaikista edeltäjistä riippuva valinta:

xν < xα (ν < α).

Kun ν ≤ α kirjoitetaan muotoon ν < α + 1, nähdään, että ehdot
ovat oleellisesti samat. Tarvitaan siis vain yksi valintakuvaus p, joka
liittää jokaiseen osajoukkoon

Uα = {xν | ν < α}
ylärajan, joka ei kuulu joukkoon, eli aidon ylärajan xα = p(Uα).

Myös äärettömät järjestysluvut voidaan unohtaa, sillä indeksejä on
edellä käytetty vain alkioiden järjestämiseen. Kun koko joukko on jo
järjestetty, ei indeksejä tarvita. Esimerkiksi Uα on sama kuin kaikkien
alkioiden xν muodostaman joukon U osajoukko

Ux = {y ∈ U | y < x},
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missä x = xα. Tällaiset joukot V = Ux toteuttavat ehdon

jos x ∈ V, y ∈ U ja y ≤ x, niin y ∈ V,
ja niitä sanotaan U :n alkuosiksi . Palautetaan myös mieleen, että järjes-
tetyn joukon täysin järjestettyjä osajoukkoja sanotaan ketjuiksi. Näi-
den huomioiden jälkeen voidaan edellinen lause yleistää seuraavasti.

Lause A.3.2. Olkoon E järjestetty joukko, S joukko sen osajoukkoja
ja p : S → E kuvaus, joka jokaiseen joukkoon U ∈ S liittää jonkin sen
aidon ylärajan p(U) ∈ E.

Tällöin on olemassa E:n ketjuja U , jotka toteuttavat ehdon

(R) Jos V on U :n alkuosa ja V 6= U , niin V ∈ S, x = p(V ) ∈ U
ja V = Ux = {y ∈ U | y < x}.

Niiden joukossa on suurin F , ja se ei kuulu joukkoon S.
Lauseen todistus on oleellisesti sama kuin edellisellä lauseella ja

sivuutetaan toistaiseksi.

Huomautus. Ehto (R) vastaa lauseen A.3.1 ehtoja i) ja ii). Rekursion
alkuehtoa i) ei erikseen tarvita, koska V = ∅ on jokaisen U :n alkuosa
ja x0 = p(∅) on U :n pienin alkio, kun ∅ ∈ S. (Jos ∅ /∈ S, niin F = ∅.)

A.4. Ketjulause ja Zornin lemma

Edellä on nähty, miten ketjuja voidaan jatkaa ylöspäin niin kau-
an kuin niillä on aito eli joukkoon kuulumaton yläraja. Näin saadaan
seuraava yleinen tulos yksin valinta-aksioomaa käyttäen.

Lause A.4.1. Jokaisessa järjestetyssä joukossa on ketju, jolla ei ole
aitoa ylärajaa.

Todistus. Olkoon E järjestetty joukko ja S niiden E:n ketjujen
joukko, joilla on aito yläraja E:ssä. Valinta-aksiooman nojalla on ole-
massa kuvaus p : S → E, joka kaikilla joukoilla U ∈ S toteuttaa ehdon

p(U) ∈ E r U on U :n yläraja.

Rekursiolauseen A.3.2 mukaan on tällöin olemassa E:n ketju F , joka ei
kuulu joukkoon S ja jolla siten ei ole aitoa ylärajaa E:ssä, ¤

Korollaari A.4.2 (Zornin lemma). Jos järjestetyn joukon E jokai-
sella ketjulla on yläraja E:ssä, niin E:ssä on maksimaalinen alkio.

Todistus. Lauseen nojalla E:ssä on ketju F , jolla ei ole aitoa ylä-
rajaa E:ssä. Toisaalta oletuksen mukaan F :llä on kuitenkin yläraja m.
Koska se ei ole aito, se kuuluu ketjuun F . Se on silloin F :n suurin alkio
ja siten myös sen pienin yläraja.

Olkoon nyt x jokin E:n alkio, joka täyttää ehdon m ≤ x. Koska m
on F :n pienin yläraja, x on myös F :n yläraja. Koska F :llä ei ole aitoa
ylärajaa, x kuuluu ketjuun F ja täyttää siten ehdon x ≤ m. Antisym-
metrisyyden nojalla pätee tällöin x = m. Alkiom on siis maksimaalinen
E:ssä. ¤
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Esimerkki 1) Olkoon K kunta, ja olkoot E ja Ω kaksi sen laajennusta.
Tarkastellaan pareja (E ′, u), missä E ′ on E:n alilaajennus ja u : E ′ →
Ω on K-homomorfismi. Upotuslauseen 4.3.4 todistamiseksi tarvitaan
maksimaalinen tällainen pari. Sellaisen olemassaolo seuraa Zornin lem-
masta.

Oletetaan, että (Ei, ui) (i ∈ I) on perhe, jonka alkiot muodostavat
ketjun. Tämä merkitsee, että kaikilla i, j ∈ I joko Ei ⊂ Ej ja ui = uj|Ei
tai Ej ⊂ Ei ja uj = ui|Ej. Jos nyt x ja y ovat yhdisteen

E ′ =
⋃

i∈I
Ei

alkioita, niin x ∈ Ei ja y ∈ Ej joillakin i, j ∈ I. Silloin x ja y kuuluvat
kumpikin suurempaan laajennuksista Ei, Ej, ja se sisältää myös alkiot
x + y, xy sekä x−1, kun x 6= 0. Tämä merkitsee, että E ′ on myös E:n
alilaajennus.

Koska homomorfismit ui saavat samat arvot kaikilla niillä alkioilla
x ∈ E ′, joilla ne ovat määritellyt, ne voidaan yhdistää K-homomor-
fismismiksi u : E ′ → Ω. Tällöin (E ′, u) on ketjun {(Ei, ui) | i ∈ I}
yläraja. Zornin lemman ehto on siten voimassa ja maksimaalinen pari
on olemassa.

Huomautus. Zornin lemman ehdon toteutumiseksi on esimerkissä rat-
kaisevaa, että ehdot, jotka määrittävät alilaajennukset ja homomorfis-
mit, riippuvat vain äärellisestä määrästä alkioita kerrallaan (itse asias-
sa kahdesta). Tämä on tyypillistä algebrassa ja siksi Zornin lemmaa
voidaan käyttää yleensä aina, kun maksimaalisuutta tarvitaan.

Harjoitustehtäviä

1) Olkoon A rengas, E A-moduli ja F E:n alimoduli. Osoitettava,
että on olemassa maksimaalinen E:n alimoduli G, joka täyttää ehdon
F ∩G = {0}.

2) Olkoon A rengas ja E A-moduli. Osoitettava, että on olemas-
sa maksimaalinen vapaa E:n alkioperhe (ai)i∈I . (Merkintöjen yksin-
kertaistamiseksi voidaan tarkastella perheiden asemasta niihin liittyviä
joukkoja H = {ai | i ∈ I}.)

3) Osoitettava, että valinta-aksiooma seuraa Zornin lemmasta.

A.5. Rekursiolauseen todistus

Palataan lopuksi lauseen A.3.2 todistukseen. Oletetaan, että E on
järjestetty joukko, S on joukko sen osajoukkoja ja p : S → E on kuvaus,
joka kaikilla joukoilla U ∈ S täyttää ehdon

p(U) ∈ E r U on U :n yläraja.
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OlkoonM joukko, jonka muodostavat kaikki ehdon (R) toteuttavat
E:n ketjut U . Se sisältää ainakin joukon U = ∅.
Lemma A.5.1. Jos U , U ′ ∈M, niin U on U ′:n alkuosa tai U ′ on U :n
alkuosa.

Todistus. Jokaiseen alkioon x ∈ U liittyy U :n alkuosa

Ux = {y ∈ U | y < x}.
Olkoon V niiden alkioiden x ∈ U ∩ U ′ joukko, jotka täyttävät ehdon
Ux = U ′x. Osoitetaan, että V on U :n ja U ′:n yhteinen alkuosa.

Olkoon x ∈ V . Jos y ∈ U ja y < x, niin y kuuluu joukkoon Ux ja
alkuosa Uy on sama kuin Ux:n alkuosa (Ux)y. Toisaalta Ux = U ′x. Siten
y kuuluu myös joukkoon U ′ ja (Ux)y = (U ′x)y. Tämä merkitsee, että
Uy = U ′y ja siksi y ∈ V . Siis V on U :n alkuosa. Symmetrian vuoksi se
on myös U ′:n alkuosa.

Lopuksi on riittävää osoittaa, että V = U tai V = U ′. Jos V 6= U ,
niin ehdon (R) nojalla V ∈ S, x = p(V ) ∈ U ja V = Ux. Jos tällöin olisi
V 6= U ′, niin vastaavasti x ∈ U ′ ja V = U ′x, joten x kuuluisi joukkoon
V . Tämä on kuitenkin mahdotonta, koska p(V ) /∈ V . Siis täytyy olla
V = U ′. ¤

Erityisesti nähdään, että joukko M sisältymisrelaatiolla varustet-
tuna on täysin järjestetty joukko. Olkoon F kaikkien siihen kuuluvien
joukkojen yhdiste

F =
⋃

U∈M
U.

Lemma A.5.2. Joukko F on täysin järjestetty ja toteuttaa ehdon (R).

Todistus. Jokainen F :n alkio x kuuluu johonkin joukkoon U ∈ M.
Jos y on toinen F :n alkio ja y ∈ U ′, U ′ ∈ M, niin edellisen lemman
nojalla x ja y kumpikin kuuluvat suurempaan joukoista U ja U ′. Kos-
ka tämä on ketju, on voimassa x ≤ y tai y ≤ x. Siten F on täysin
järjestetty.

Samoin nähdään, että jokainen U ∈ M on F :n alkuosa. Jos näet
x ∈ U , y ∈ F ja y ≤ x, niin y kuuluu johonkin joukkoon U ′ ∈ M. Jos
U ′ ⊂ U , niin y ∈ U ; muuten U on U ′:n alkuosa ja siksi taas y ∈ U . Siis
joka tapauksessa y on U :ssa.

Osoitetaan sitten, että ehto (R) on voimassa. Olkoon V jokin F :n
alkuosa, joka ei ole koko F . Silloin on olemassa alkio x ∈ FrV . Tällöin
jokainen y ∈ V toteuttaa ehdon y < x, koska muuten epäyhtälöstä
x ≤ y seuraisi, että myös x kuuluisi alkuosaan V . Siten V ⊂ Fx ja V
on myös Fx:n alkuosa.

Toisaalta x kuuluu johonkin joukkoon U ∈ M. Koska U on F :n
alkuosa, on Fx = Ux, ja siten V on myös Ux:n ja edelleen U :n alkuosa.
Lisäksi V 6= U , koska x ∈ U r V , joten ehdon (R) nojalla V ∈ S,
y = p(V ) ∈ U ⊂ F ja V = Uy = Fy. Myös ketju F toteuttaa siis ehdon
(R). ¤
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Tulos osoittaa, että F kuuluu myös joukkoon M ja on siten sen
suurin alkio. Jos nyt F olisi joukossa S, niin a = p(F ) /∈ F olisi F :n
aito yläraja E:ssä Tällöin F ′ = F ∪ {a} olisi myös ketju ja lisäksi se
toteuttaisi ehdon (R).

Jos näet V on jokin F ′:n alkuosa ja V 6= F ′, niin joko V = F tai V ⊂
F , V 6= F . Edellisessä tapauksessa V = F ∈ S, p(V ) = p(F ) = a ∈ F ′
ja F ′a = F = V . Jälkimmäisessä taas V ∈ S, x = p(V ) ∈ F ⊂ F ′ ja
F ′x = Fx = V , koska (R) pätee F :ssä. Siten F ′ kuuluisi myös joukkoon
M, mikä on mahdotonta, koska F on siinä suurin.

Siis nähdään, että F ei voi olla joukossa S. Tämä päättää lauseen
A.3.2 todistuksen.

Huomautus. Joukko F ei ole vain täysin järjestetty vaan toteuttaa seu-
raavan ehdon:

Jokaisessa F :n epätyhjässä osajoukossa on pienin al-
kio.

Tämä merkitsee, että F on hyvin järjestetty eli F :ssä on hyvä järjestys .
Kun ehtoa sovelletaan kahden alkion osajoukkoon {x, y}, nähdään, että
jokainen hyvin järjestetty joukko on myös täysin järjestetty.

Todistus. Olkoon A jokin F :n osajoukko. Sen aitojen alarajojen
joukko F :ssä

V = {x ∈ F | x < y kaikilla y ∈ A}
on F :n alkuosa. Lisäksi V 6= F , kun A 6= ∅, koska V ∩A = ∅. Ehdosta
(R) seuraa silloin V ∈ S, x = p(V ) ∈ F ja V = Fx.

Osoitetaan, että x on joukon A pienin alkio. Ensinnäkin x on A:n
alaraja, koska A ⊂ F r V = F r Fx, ja siten x ≤ y kaikilla y ∈ A.
Lisäksi x on joukossa A, koska muuten olisi x < y kaikilla y ∈ A, jolloin
x = p(V ) kuuluisi joukkoon V . Siis x on pienin alkio joukossa A. ¤
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Permutaatiot

Olkoon E joukko. Sen bijektiivisiä kuvauksia σ : E → E itselleen
sanotaan joukon E permutaatioiksi. Laskutoimituksella

(σ, τ) 7→ στ = σ ◦ τ
varustettuna kaikkien E:n permutaatioiden joukko SE on ryhmä, jou-
kon E symmetrinen ryhmä. Sillä on joukossa E kanoninen toiminta

(σ, x) 7→ σ(x).

Kun E on väli [1, n] ⊂ N, vastaavalle symmetriselle ryhmälle käy-
tetään merkintää Sn. Jokaisen n-alkioisen joukon symmetrinen ryhmä
on isomorfinen Sn:n kanssa.

Symmetrisen ryhmän SE aliryhmiä sanotaan E:n permutaatioryh-
miksi ; koko ryhmä SE on E:n täysi permutaatioryhmä. Jokainen E:n
permutaatioryhmä G toimii myös E:ssä kanonisen inkluusion G ↪→ SE
välityksellä.

Esimerkki 1) Jokainen permutaatio σ virittää permutaatioryhmän. Sen
muodostavat σ:n potenssit ja sille käytetään jatkossa merkintää

σ̄ = {σk | k ∈ Z}.
Jos σk ei ole identtinen permutaatio, kun k 6= 0, niin σ̄ on isomorfinen
Z:n kanssa. Muussa tapauksessa σ̄ on äärellinen syklinen ryhmä. Täl-
löin σ̄ = {σk | 0 ≤ k < m}, missä m on σ:n kertaluku ryhmässä SE.
Näin käy aina, kun E on äärellinen.

Tästä lähtien oletetaan, että E on äärellinen joukko.

B.1. Syklit

Olkoon σ joukon E permutaatio. Tarkastellaan alkioita x, σ(x),
σ2(x), . . . , jotka saadaan soveltamalla toistuvasti kuvausta σ johonkin
E:n alkioon x. Niiden lukumäärä on pienin luku n > 0, joka täyttää
ehdon σn(x) = x, ja niiden joukko on sama kuin x:n rata σ:n virittämän
aliryhmän σ̄ toiminnassa:

σ̄x = {σk(x) | 0 ≤ k < n}.
Luku n on alkion x kiinnittäjän σ̄x indeksi syklisessä ryhmässä σ̄ ja
σ:n kertaluvun m tekijä (kor. 1.4.8). Rata sisältää yksin alkion x, jos
ja vain jos σ̄ kiinnittää x:n eli yhtäpitävästi σ(x) = x.

185
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Määritelmä B.1.1. Äärellisen joukon E permutaatio ζ on sykli, jos
E:ssä on sen virittämän aliryhmän ζ̄ toiminnassa yksi ja vain yksi rata,
joka ei ole yksiö. Tämä rata on syklin ζ kantaja.

Olkoon ζ joukon E sykli. Sen kantaja S on niiden alkioiden x ∈ E
joukko, joilla ζ(x) 6= x. Jos x on jokin S:n alkio, niin sen muut alkiot
ovat ζk(x) (1 ≤ k < n), missä n = Card(S), ja ζn(x) = x. Tällöin

ζn(ζk(x)) = ζk(ζn(x)) = ζk(x),

kun 1 ≤ k < n, joten ζn on identtinen kuvaus. Siis ζ:n kertaluku
ryhmässä SE on n, ja sanotaan, että ζ on n-sykli.

Jono (x, ζ(x), ζ2(x), . . . , ζn−1(x)) määrää syklin ζ yksikäsitteisesti,
ja usein käytetään merkintää

ζ = (x1 x2 . . . xn),

missä xk = ζk−1(x) (1 ≤ k ≤ n). Merkintä ei ole yksikäsitteinen vaan
riippuu alkion x = x1 valinnasta. Sama sykli voidaan myös merkitä

ζ = (x2 x3 . . . xn x1) = (x3 x4 . . . xn x1 x2) = . . . .

Esimerkki 1) Olkoon σ joukon E permutaatio ja x jokin E:n alkio.
Jos σ(x) 6= x, niin x:n rata S ryhmän σ̄ toiminnassa sisältää n > 1
alkiota xk = σk−1(x) (1 ≤ k < n). Tällöin ζ = (x1 x2 . . . xn) on sykli,
jonka kantaja on S ja joka toteuttaa ehdot ζ(y) = σ(y), kun y ∈ S, ja
ζ(y) = y, kun y ∈ E r S.

Permutaation esitys sykleillä. Olkoon σ jokin E:n permutaatio.
Tarkastellaan sen virittämän permutaatioryhmän σ̄ toimintaa E:ssä.
Olkoon S niiden ratojen joukko, jotka eivät supistu yksiöiksi. Jokaista
rataa S ∈ S kohti olkoon ζS se E:n sykli, jonka määrittelevät ehdot
ζS(x) = σ(x), kun x ∈ S, ja ζS(x) = x, kun x ∈ E r S (ks. esim.
B.1.1). Tällöin syklien ζS kantajat S ∈ S ovat erilliset, koska radat
muodostavat E:n osituksen.

Lemma B.1.2. Jos kahden syklin ζ ja ζ ′ kantajat ovat erilliset, niin ne
kommutoivat keskenään: ζζ ′ = ζ ′ζ.

Todistus. Olkoot syklien ζ ja ζ ′ kantajat S ja S ′ erilliset. Jos x ∈ S,
niin ζ ′(x) = x ja ζ(x) ∈ S, joten ζζ ′(x) = ζ(x) = ζ ′ζ(x). Samoin, jos
x ∈ S ′, niin ζ ′ζ(x) = ζ ′(x) = ζζ ′(x). Lopuksi, jos x /∈ S ∪ S ′, niin
ζζ ′(x) = x = ζ ′ζ(x). ¤

Olkoon nyt (ζi)i∈I mikä tahansa perhe E:n syklejä, joiden kantajat
Si ovat parittain erilliset. Tällöin syklit ζi kommutoivat keskenään, jo-
ten tulo σ =

∏

i∈I ζi on hyvin määritelty ryhmässä SE. Olkoon σ̄ sen
virittämä aliryhmä.

Lemma B.1.3. Tulo σ =
∏

i∈I ζi toteuttaa ehdon

σ(x) =

{

ζi(x) , kun x ∈ Si, i ∈ I,
x , kun x /∈ ⋃i∈I Si.
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Lisäksi ne σ̄-radat, jotka eivät ole yksiöitä, ovat joukot Si (i ∈ I).
Todistus. Jos x kuuluu johonkin joukoista Si, niin ζj(x) = x, kun

j 6= i, ja siten tulon arvo on ζi(x). Jokainen joukko Si on σ̄-rata, koska
se on ζ̄i-rata ja σ yhtyy siinä sykliin ζi. Muut radat ovat yksiöitä, koska
σ(x) = x, kun x /∈ ⋃i∈I Si. ¤

Lause B.1.4. Olkoon E äärellinen joukko ja σ sen permutaatio. On
olemassa yksikäsitteinen äärellinen E:n syklijoukko C, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

i) joukon C syklien kantajat ovat parittain erilliset;
ii) σ =

∏

ζ∈C ζ.

Todistus. Olkoon σ̄ permutaation σ virittämä aliryhmä ja olkoon S
niiden σ̄-ratojen joukko, jotka eivät ole yksiöitä. Jokaista rataa S ∈ S
kohti olkoon ζS(x) = σ(x), kun x ∈ S, ja ζS(x) = x, kun x /∈ S.
Tällöin ζS on sykli, jonka kantaja on S, ja σ =

∏

S∈S ζS, koska radat S
ovat parittain erilliset (lemma B.1.3). Syklien ζS joukko toteuttaa siten
vaaditut ehdot.

Olkoon toisaalta C syklijoukko, joka täyttää ehdot. Silloin syklien
ζ ∈ C kantajat ovat σ̄-radat S ∈ S ja lisäksi ζ(x) = σ(x), kun x kuuluu
ζ:n kantajaan (lemma B.1.3). Siis C on syklien ζS joukko. ¤

Joukon C syklejä sanotaan permutaation σ komponenteiksi.

Esimerkki 2) Olkoon σ välin [1, 6] ⊂ N permutaatio

(1, 2, 3, 4, 5, 6) 7→ (4, 6, 1, 3, 5, 2).

Tällöin [1, 6] jakautuu kolmeen σ̄-rataan {1, 4, 3}, {2, 6} ja {5}, joista
saadaan σ:n komponenteiksi (1 4 3) ja (2 6).

Vaihdokset. Olkoon τ sykli, jonka kantajassa on kaksi alkiota x
ja y. Silloin τ(x) = y ja τ(y) = x, eli τ vaihtaa alkiot x ja y keskenään.

Määritelmä B.1.5. Sykli, jonka kertaluku on 2 on vaihdos eli trans-
positio.

Olkoot x ja y joukon E kaksi eri alkiota. Tällöin on olemassa yksi-
käsitteinen vaihdos τx,y, jonka kantaja on {x, y}.
Lause B.1.6. Olkoon E äärellinen joukko. Sen symmetrinen ryhmä SE
on vaihdosten virittämä.

Todistus. Jokaista permutaatiota σ kohti olkoon Sσ niiden alkioiden
x ∈ E joukko, joilla σ(x) 6= x. Osoitetaan induktiolla sen mahtavuuden
suhteen, että σ on vaihdosten virittämässä aliryhmässä. Jos Sσ = ∅,
niin σ on identtinen permutaatio ja siksi jokaisessa aliryhmässä.

Oletetaan sitten, että Card(Sσ) = n > 0 ja että jokainen permu-
taatio σ′, jolla Card(Sσ′) < n, on tulo vaihdoksista. Olkoon x ∈ Sσ
ja y = σ(x). Tällöin y 6= x ja y ∈ Sσ. Tarkastellaan permutaatiota
σ′ = τx,yσ. Jos z ∈ E r Sσ, niin σ′(z) = z. joten Sσ′ ⊂ Sσ. Lisäksi
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σ′(x) = τ(y) = x ja siksi Sσ′ 6= Sσ. Induktio-oletuksen nojalla σ′ on
vaihdosten tulo; siis myös σ = τx,yσ

′ on vaihdosten tulo. ¤

Huomautus. Kun permutaatio esitettään tulona vaihdoksista, näiden
kantajat eivät välttämättä ole erillisiä. Tulo voi siten riippua järjestyk-
sestä. Esitys ei myöskään ole yleensä yksikäsitteinen.

Esimerkki 3) Olkoot x1, x2, . . . , xn joukon E eri alkioita, ja olkoon τi
vaihdos τxi,xi+1

(1 ≤ i < n). Tällöin tulo τ1τ2 · · · τn−1 on sykli

ζ = (x1 x2 . . . xn).

Vastakkaisessa järjestyksessä saadaan taas käänteinen sykli

τn−1τn−2 · · · τ1 = (xn xn−1 . . . x1) = ζ−1.

Harjoitustehtäviä

1) Olkoon σ joukon E permutaatio, ζ sykli ja S sen kantaja. Osoi-
tettava, että σζσ−1 on sykli, jonka kantaja on σ(S).

2) Olkoon n ≥ 2. Osoitettava, että kaikki ryhmän SE n-syklit ovat
toistensa konjugaatteja.

3) Osoitettava, että vaihdokset τi,i+1 (1 ≤ i < n) virittävät Sn:n.
(τi,j+1 = τj,j+1τi,jτj,j+1, kun 1 ≤ i < j < n.)

4) Osoitettava, että τ = (1 2) ja ζ = (1 2 . . . n) virittävät Sn:n.
(Tarkastellaan τ :n konjugaatteja ζkτζ−k.)

5) Osoitettava, että permutaation σ ∈ SE kertaluku on sen kom-
ponenttien kertalukujen pienin yhteinen kerrannainen.

B.2. Permutaation merkki

Permutaatioiden esitykset komponenttisyklien avulla (lause B.1.4)
antavat hyvän kuvan niiden rakenteesta, mutta niistä on vain vähän
hyötyä, kun yhdistetään permutaatioita. Jopa kahden syklin tulo voi
olla mutkikas, jos syklien kantajat eivät ole erilliset.

Toinen tapa käsitellä permutaatioita on esittää ne vaihdosten tu-
loina (lause B.1.6). Tällaiset esitykset eivät ole yksikäsitteisiä eivätkä
edes vaihdosten lukumäärät ole niissä samat, ellei vaihdoksia jotenkin
rajoiteta. Näin voidaan tehdä ryhmässä Sn (ks. teht. B.1.3) ja yleisem-
min täysin järjestetyn joukon symmetrisessä ryhmässä.

Jos σ ∈ Sn, niin välin [1, n] lukuparia (i, j) sanotaan σ:n inversioksi,
kun i < j ja σ(i) > σ(j). Inversioiden lukumäärää ν(σ) voidaan pitää
yhtenä permutaation σ mutkikkuuden mittana. Se on 0 vain, kun σ
on identtinen permutaatio, ja 1 jos ja vain jos σ on jokin vaihdoksista
τi,i+1 (1 ≤ i < n). Ei ole vaikea nähdä, että jokainen permutaatio σ
voidaan esittää tällaisten vaihdosten tulona, jossa on ν(σ) tekijää.
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Huomautus. Funktio ν toteuttaa (kolmio)epäyhtälön

ν(σσ′) ≤ ν(σ) + ν(σ′).

Tästä seuraa, että d(σ, σ′) = ν(σ−1σ′) on metriikka Sn:ssä. Erityisesti
ν(σ) on σ:n etäisyys identtisestä permutaatiosta.

Lemma B.2.1. Jos σ, σ′ ∈ Sn, niin ν(σσ′) ≡ ν(σ) + ν(σ′) (mod 2).

Todistus. Määritelmän nojalla negatiivisten erotusten σ(j) − σ(i)
(1 ≤ i < j ≤ n) lukumäärä on ν(σ), joten tulon

pσ =
∏

i<j

(σ(j)− σ(i)) ∈ Z

etumerkki on (−1)ν(σ). Lisäksi sen itseisarvo on p1 =
∏

i<j(j− i), koska
jokainen tekijä j−i esiintyy siinä kerran joko sellaisenaan tai muodossa
i− j, ja siten

(−1)ν(σ) = pσ
p1

=
∏

i<j

σ(j)− σ(i)
j − i .

Koska oikean puolen osamäärät säilyvät,vaikka i ja j vaihtaisivat paik-
kaa, tulo voidaan myös kirjoittaa muotoon

∏

i<j

σ(σ′(j))− σ(σ′(i))
σ′(j)− σ′(i) =

pσσ′

pσ′
.

Näin saadaan

pσσ′ = (−1)ν(σ)pσ′ = (−1)ν(σ)(−1)ν(σ′)p1,
ja väite seuraa yhtälöstä pσσ′ = (−1)ν(σσ′)p1. ¤

Lause B.2.2. Olkoon E äärellinen joukko. On olemassa yksi ja vain
yksi homomorfismi ε : SE → {−1,+1} , jolla pätee ε(τ) = −1 aina
kun τ on vaihdos.

Todistus. Koska vaihdokset virittävät ryhmän SE (lause B.1.6), ho-
momorfismi ε on yksikäsitteinen, kun sen arvot vaihdoksilla ovat anne-
tut. Olemassaolon todistamiseksi on riittävää tarkastella ryhmää Sn,
koska SE on isomorfinen sen kanssa, kun n = Card(E).

Olkoon ε(σ) = (−1)ν(σ), kun σ ∈ Sn. Lemman B.2.1 nojalla ε on
homomorfismi. Jokainen vaihdos τ on sykli (i j), missä 1 ≤ i < j ≤ n,
ja sen inversiot ovat (i, k) ja (k, j) (i < k < j) sekä (i, j). Koska niiden
lukumäärä on pariton, ehto ε(τ) = −1 on voimassa. ¤

Määritelmä B.2.3. Lauseen B.2.2 merkinnöin ε(σ) on permutaation
σ merkki. Homomorfismin ε ydin on joukon E alternoiva ryhmä.

Jos ε(σ) = +1, niin jokaisessa σ:n esityksessä vaihdosten tulona
on parillinen määrä tekijöitä; tällöin sanotaan, että permutaatio σ on
parillinen. Vastaavasti σ on pariton, jos ε(σ) = −1. Alternoiva ryhmä
koostuu parillisista permutaatioista. Se on SE:n normaali aliryhmä, ja
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sille käytetään merkintää AE (tai An, kun E = [1, n]). Sen kertaluku
on n!/2, kun n ≥ 2.

1) Jokainen n-sykli ζ on n − 1:n vaihdoksen tulo (esim. B.1.3), ja
siten

ε(ζ) = (−1)n−1.
Erityisesti ζ on parillinen, jos ja vain jos n on pariton.

2) Ryhmän A3 kertaluku on 3. Se sisältää identtisen permutaation
lisäksi 3-syklit (1 2 3) ja (1 3 2). Se on syklinen ja siten vaihdannainen.

3) Ryhmän A4 kertaluku on 12. Se sisältää 8 3-sykliä sekä tulot
(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), jotka yhdessä identtisen permutaation
kanssa muodostavat vaihdannaisen normaalin aliryhmän.

Harjoitustehtäviä

1) Osoitettava, että (1 2)(3 4), (1 2 3), (1 2 3 4 5), (1 2 3 5 4) ja ident-
tinen permutaatio muodostavat ryhmän A5 alkioiden konjugaattiluok-
kien edustajiston ja että vastaavissa luokissa on alkioita 15, 20, 12, 12
ja 1. Pääteltävä, että ryhmä A5 on yksinkertainen. (Normaali aliryhmä
on yhdiste konjugaattiluokista.)
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ryhmä, 38
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tensoripotenssi, 79
tensoritulo, 71

alkioiden, 72
toiminta, 29

indusoitu, 30
kanoninen, 30
oikealta, 30
transitiivinen, 32
vasemmalta, 29
vastamonoidin, 30

torsioalkio, 67
torsioton, 67
transitiivinen

toiminta, 32
transkendenttiluku, 125
transkendenttinen

alkio, 119
laajennus, 122
puhtaasti ∼ laajennus, 128

tulo
karteesinen, 27
laskutoimitusten, 27
rajoitettu, 27
renkaiden, 48
ryhmien, 27

tulomagma, 27
tulomoduli, 61
tulomonoidi, 27

universaaliominaisuus
jakomonoidin, 17
jakorenkaan, 53
magma-algebran, 86
modulin A(I), 65
polynomialgebran, 89
suoran summan, 63
tensoritulon, 72
tulon, 61
vapaan modulin, 66
vapaan vaihdannaisen monoidin, 46

upotuslause, 130

vaihdannainen, 9

rengas, 48
vakaa

laskutoimituksen suhteen, 8
toiminnan suhteen, 30

vakauttaja, 31
vakiopolynomi, 89
valinta-aksiooma, 178
valintakuvaus, 178
vapaa

moduli, 65
perhe, 65
vaihdannainen ryhmä, 46
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