Funktioteoria | — Harjoitus 6 (19.10.2009)

Tarkastellaan rationaalifunktiota
z
Z)= ———.
1) 2241
Miten f on maéariteltdvd nimittdjéin nollakohdissa ja pisteessé oo, jotta siitd tulee mero-
morfinen koko laajennetussa tasossa C? Mitké ovat sen navat? Missé pisteissd f on peréti

konforminen?

Tutki, onko funktiolla e* raja-arvoa (kompleksiluku tai co), kun z — co. Enté funktiolla
z+€e*?

Olkoot f: U — V ja g: V — W, jossa U, V ja W ovat avoimia laajennetussa tasossa C.
Néytéa, etta jos f on analyyttinen tai meromorfinen (vast. konforminen) pisteessi zg € U
ja sama patee g:lle pisteessd f(zp), niin g o f on analyyttinen tai meromorfinen (vast.
konforminen) pisteessé zp.

[Ketjusdannon 3.8 seurauksena tieddmme tamén siind tapauksessa, etta pisteet zg, f(20)
ja g(f(z0)) ovat kompleksilukuja. On néytettdvi sama asia, kun yksi tai useampi néisté
on oo. Riittdéd kun tarkastelet huolellisesti pari kolme tapausta.|

a) Osoita, ettd kompleksitasossa C jokaisella rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.
[Jono (z,) on rajoitettu joss sup,,|z,| < co. Ota lahtokohdaksi tieto, ettd R:ssé rajoitetuilla
jonoilla on suppeneva osajono.|

b) Osoita, ettd laajennettu taso C on (jono)kompakti: sielli jokaisella jonolla (z,) on
suppeneva, osajono. Tee timé “suoraan” menemittd Riemannin pallolle ja R3:een.

Etsi Mobius-kuvaus, joka on tason kierto 90 asteen verran vastapaivdén pisteen z = ¢
ympari. Mitké kaksi laajennetun tason pistettd pysyvéit téssa paikoillaan?

Olkoon b
az +
f(Z) - cz + d
mielivaltainen Mobius-kuvaus. Nayté, ettd se voidaan lausua yhdisteend siirroista z
z + a (a € C), multiplikaatioista z — az (o # 0) ja inversioista z — 1/z. |[Tarkastele
erikseen tapaukset ¢ =0 ja ¢ # 0.

1. kurssikoe jirjestetddn keskiviikkona 21.10. kello 15.15-17.15 salissa CK112. Koealueena
ovat muistiinpanojen sivut 1-45 (viimeinen jakso otsikolla "M&bius-kuvaukset”) lukuun-
ottamatta sivujen 37-38 jaksoa "Lisatietoa konformisuudesta” ja lisdksi harjoitukset 1-6.

Luennot ma 19.10. ja pe 23.10. normaalisti; ma kertausta ja mahdollisuus kysymyksiin.

Viikolla 26.10.—1.11. ei opetusta. Jatkamme ma 2.11. (harjoitukset ja luento).



