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Huom. Harjoitustehtivin 4:4 ratkaisuun lisdttiin 1, Ivhyt ratkaisutapa pe 4.12. klo 10.05.

1. Méiritd seuraavien autonomisten systeemien kriittiset pisteet ja niiden laatu (stabiili vai epéstabiili):

t=y—-1 ) r=—4dr+2y+8
(a) . - (b) L
g=—z+y+5 y=x-2y+1

Ratk. (a) Olkoot f(z,y) =y—1jag(z,y) = —z+y+5 V(z,y) € R? kyseisen epihomogeenisen lineaarisen
systeemin midritteleviit funktiot. Kriittiset pisteet:

{f(-’lay>:0 {_:}{y:]

g S L, = (6. 1),
glz,y) =0 r=y+5 @y =61

Kuvauksen (f, g): R* — R? lineaarisen osan matriisi on A = [-f)l ” Madritetdan matriisin 4 ominaisar-
—A 1 ; , o .
vot: det(A — A) = 1 1 1~ /\} =X -A+1=0<«> )= 1=+iiV3 Siis juuret A ovat kompleksiset

liittoluvut, ja niilld on Re(A) = § > 0. Téten kriittinen piste (6, 1) on epéstabiili.

—4r +2y+8 =10 r+2{-33¢+9:0 <:::>{:1f::3

(b) Kriittiset pisteet: { 5 = (r,y) = (3,2).

r—2y+1=20 r—2y+1=10 Yy =
_ . . 4 2 . —4-x 2 )
Lineaarisen osan matriisin A = | _o| Ominaisarvot: det(A — Al) = 1 9y T A%+

6A+6 = 0 & X\ = —3 4 /3. Nimi ovat erisuuret ja negatiiviset. Siis kriittinen piste (3,2) on
asymptoottisesti stabiili.

. o [ E=€"TY —cosx e o g s
2. Autonomisella systeemilld { on 0 = (0,0) kriittisend pisteend. Maariti timéan laatu.
Y = COSYy + & —
Ratk. Olkoon f(z,y) = e*"¥ —cosz ja g(x,y) = cosy+az—1. Koska f(0) = 1-1=0jag(0) = 1+0-1=0,

niin 0 on todellakin kriittinen piste. Kuvauksen (f, g): R? — R? derivaatalla pisteessi (x,) on matriisi

_df,9)

Alr,y) = Az, y)

3] a
‘(if“f(r y) 5'?;‘)[('1’ 3/) et Lsinx ety
(@.y) = ; =

; o ; L 1 “Siny
I glz,y) ay,f](vl?, )

Matriisin A = A(0) = b b minaisarvot: det(A—X) = =XN-A-1=0A=121V5

1 U}
Namd ovat erimerkkiset, joten kriittinen piste 0 on epistabiili.

1-Xx 1
1 -A

3. Mairita seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu:

=2ty
j=2-1" -y

Luonnostele lisdksi virtauskuvio, erityisesti lihelld keiittisia pisteitd. Voiko siitd selvisti nahdi kriittisten
pisteiden laadun?

Ratk. Olkoon f(z,y) = 2% —yjagler,y) =2 — 27 —y* Vir.y) € B?. Kriittiset pisteet:

{ flry) =0 { y = a* { 2t =y
glz.y) =0 4yt =2 Y Ay-2=@y-Dy+2)=0

et =y=1 tai P =y=-2c= (r,y) = (=11 tai (z,y) = (1,1).
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. - . . . r -1
Kuvauksen (f. ¢} derivaatan matriisi on A(z,y) = [ . Qy}

-2

9 1

Matriisien A(~1,1) = {; «‘2} ja A(1 } ominaisarvot:

i
L
o

- 1
det(A(~1,1) = AI) = | 20 A . 1/\13/\“)*1{\4-6 D A= ~21iV2
| = Y
) . P . i ) .
det(A(L1) = AD) = |77 W,)i/\‘ SN =0 e A=+

Kriittinen piste (—1.1} on asyvmptoottisesti stabiili, sillda Re{-2 = +iV2) = =2 < 0: koska lisitksi hu(-2 +
(V2 = £v2 % 0, niin radat hestyvit pistettd (—1, 1) spiraalimaisesti,

Kriittinen piste {1, 1) on epéstabiili, silld ominaisarvot ++/6 ovat erimerkkiset: satulapiste. Virtauskuvion

piirtédimisessia on hyotyéd t’iodo«sta (*ttéi ominaisarvoihin A = v/6 ja A = —+/6 liittyy ominaisvektorit (1.2 —
VO = (1. =0.45) ja (1.2 +6) = (1. 4,45).

Kiyrit flz.y) = 0 ja glo.y) = 0 (systeemin erdiit isokliinit) ovat vastaavasti paraabeli y = 2?2 ja ympyri
1?4 % = 2. jotka nyt leikkaavat kriittisissi pisteissi.

Jactaan kriittisten pisteiden joukon komplementti R? < {(~1,1).(1.1)} erilliseksi yhdisteeksi alucista (cli
avolmista vhtendisisti joukoista)

Gr={(z.y)ly>a2 2 +4*> 2}, Go={(x,y) |y>a®a?+y* <2}
={(z.y) ly <2 2?+y? <2}, Ga={(x.y) |y <2®a® + 4% > 21},

Il

ja kaarista tai kaarien yhdisteistéd

K, = > 2}, Ky = {{z.y) |y >a® 2? +y? =2},
Ky = 2ht <, Ky={(z,y)y<a® 2 +y? =

Virtauksclla on kriittisten pisteiden joukon ulkopuolisessa pisteessd (x, y) suuntana vektori (f{x. y). g(
Huomataan. etti f{r, y) > 0 <= y < +* cli paraabelin alapuolella ja cttd g(o.y) > 0 == 27 + y* < 2 cli

vinpyran sisdpuolella.
Joukotssa flr.y) = 0 ja gle.y) = 0 suunnat ovat tarkasti pystysuoraan yios tal alas tal vaakasuora
vasenunalle tai oikealle seuraavasti: on myos ihmoitettu piste. johon nuoli virtauskuviossa kannattaa piirtaa:

2.2 Ko:— (00V2) Ky:1 (0.0) Ky:— (0,-V2).

;{
<.
ol

K

p—

Koska f ja ¢ ovat jatkuvia eivitki sits vol vaihtaa merkkiddn alucessa G5 milldan j, niin ndistd nuolista
(1 < § < 4) voidaan pédtelld seuraavat suunnat {mutta esim. nuoli 7 tarkoittaa vain, eofta

B

juukoissa K
otkealle vids viittanmatta mihinkidn tiett

1 kulmaan):

Iadntden naistd nuolista alucissa G { wan padtelld nuolet joukoissa K, koska jatkuvuude

E
nojalla £ ja g volvat vaihtaa merkkin
Kuviossa 1 on esitetty joukot K ja (; ylld mainittuine nuolineen. Kuviossa 2 on hahmoteltu ratojekin
L niin, eftd kriittisten pisteiden laatu nékyy.

Lvain arvon 0 kautta.

ti ldhelld kriittisid piste



Kuvio 1 ja Kuvio 2 tehtivaan 3




4. Epédlincaarinen 2. kl. differentiaalivhils
{1} Y+ (1 + o)D) + sx(t) =0

A s & K. Muwma se kahden vhrdlon 1.kl systecniksi ja tutki origon 0 stabiilismirta

riippun parametrist
: (autonomisessa) systecimissd. kuun

Liss

(a] s=1. by s=1/4 (¢} s=-—1.

Ratk. Merkitdin y; = o ja yo = #. jolloin

Y1 =2

(1) &= { .
Yo = —(1+uyily2 — syr.

Merkitddn f(yr,y2) = yo jaglyr.y2) = —(1+yi)ya—syr. kun (g1, y2) € R?. Tillsin £(0,0) = 0 ja g(0.0) = 0.
joten 0 = (0.0) € B? on todellakin saadun autonomisen systeemin kriittinen piste.
Kuvauksen (f, ¢) derivaatalla pisteessi (y1, y2) on matriisi A{yr, y2) = gy =5 —(1492) | Matriisin

I

A= A(0)

0 1 o -
{ . 1} karakteristinen yhtélo on

2) det(A = AT) = | N 4 A4 s=0,
!

L

A1

S5 —1-a]

Siis det A = 5. Tapauksissa (a)—-(c) on titen det 4 # 0.

a) s =1 Nyt (2) &= AN +A+1=0«e= \=-1+i1/3 Titen 0 on asymptoottisesti stabiili kriittinen
yul4) 5 ]

piste.
by s = 1/4 Nvt (2) == N 4+ A+ 1/4=(A+1/2)2 =0 <= A = —1/2. Siis Am ominaisarve —1/2 ou
/ { /<) , ,
kaksinkertainen negatiivinen juuri, Téten kriittinen piste 0 on asvinptoottisesti stabiili.
28 J I

(¢) s = —1. Nyt (2) &= M+ A -1 =0<= )= -1/2+(1/2)v5. Koska juurct ovat erimerkkisct. on
kriittinen piste 0 epistabiili.

Huom. Sc, etta 0 on kriittinen piste. tarkoittaa skalaarivhtdlole (1), eted silld on triviaaliratkaisu o{t) = 0.
jolle on myds (f) = 0. Stabiilius tarkoittaa (1):dle. ettd ve > 0 39 > 0, jolla [«{0) < d& &) < 0 ==
ety < sk (D) < = ¥t > 0. Asymptoottinen stabiilius tarkoittaa (1):le, ettd tdman lisidksi 3n > 0. jolla

) (1)] Asyiyg )
{0y < &0y <= 2t) — 0&2{t) — 0. kun ¢ — .

5. Madaritd seuraavan autonomisen svsteewdin kriittiset pisteet ja radat:

I

&=+ 1y -2)

=% —r—2

Miti Poincarén lause kertoo kriittisten pisteiden laadusta? Luonnostele Hsdksi virtauskuvio. ldhinnd ratoja
virtaussuuntineen. Kertooko se jotain kriittisten pisteiden laadusta?

Ratk. Olkoon f(r,y) = (x+ 1)y -2 jagle.y) = 2> —2 2= (o + 1){x — 2), kun (x.y) € B2 Kriittisct
pisteet:

[

r=-—-1taly = . ; Do o s >
e (2,y) = (=1, 8) jollain ¢ € B tal (. y) = (&

=1 talxr =2

Sueran r = —1 jokainen piste ou kriittinen piste; ks

pio=0 ¢l suorien o = —1 ja

Mitiritetiidn radat kriife joukon ulkopuolela.
pp o 3
‘[’i T e

11 pisteidon

asta differentiaaliyl

po D - .
- / (y — 23y = /53 — 2ydr

y—2

wlkopuolella suadaan se




Joukon g(x,y) = 0 eli suorien 7 = —1 ja x = 2 ulkopuolella saadaan radoille separoituva differentiaaliyhtild
de/dy = fla,y)/glx.y) = (y — 2)/(x — 2), jolloin tulec sama yhtdlo [(y — 2)dy = [(x — 2)dz ja sama
lopullinen kidyréd kuin ylli. Niin saatiin radoista selvitettyd myds ehdon f{z,y) # 0 poistamat pisteet.

Jos € # 0, tdmi kiyrd on Cin merkin mukaan jompikumpi hyperbeleisti

(@-2° (y—2)7
WVICH?  (VIC)?

= +1;

jos taas C' = 0, tdmé kiyrd on niiden hyperbeliparvien vhteiset aymptoottisuorat
J ; 3 ¥ I 3 ymy
(y —2) = £(x~2).

Itse radat ovat kriittisten pisteiden niiden hyperbelien haaroista ja niiden asymptooteista erottamat yhte-
naiset avoimet kaaret. Lisiksi jokaiseen kriittiseen pisteescen liittyy pistemainen rata.

Suoralla y = 2 on f(z,y) = 0 (eli virtauksella alustavasti suunta |) ja glz,y) = {& + 1){x — 2) > 0 (eli
virtauksella suunta 1), jos # < ~1 tai 2 > 2, ja g(x,y) < 0 (eli suunta }), jos =1 < 2 < 2. Suoralla 2z = 2
on g(z,y) = 0 (eli alustavasti suunta —) ja f(x,y) = 3(y — 2) > 0 (eli suunta —), jos y > 2, ja f(z,y) <0
(eli suunta ). jos y < 2. Saatavasta viidestd nuolesta (Kuvio 3) voidaan ratojen kulkusuunta masrittas
(Kuvio 4).

y—2 x+1
20— 1 0

Kuvauksen (f, g) derivaatalla pisteessi (z.y) € B? on matriisi A(z,y) = [

0 3 -A 3
, joten det(A(2.2) - AT) =

3 0| doten dencaczz-an = |5

ominaisarvot ovat erimerkkiset, jolloin Poincarén lauseen nojalla kriittinen piste (2, 2) on cpistabiili. Taméa

nihddin myos Kuviosta 4.

Kun s € R, niin A(~1,5) = [S

Nyt A(2.2) = [ } = A9 =0 &= )\ = +3; siis matriisin 4(2,2)

-2 0
-3 0
AL =5 —2ja Ay = 0: tdlldin on myds det A(—1,s) = 0. Siis Poincarén lause ei tihin tapaukseen sovellu.
Mutta Kuviosta 4 nihdédin, ettd kriittinen piste (z,y) = (—1, s) on ¢péstabiili, jos s > 2, ja stabiili, mutta ei
asymptoottisesti stabiili, jos s < 2.

=t * =2

on alakolmiomatriisi, joten sen ominaisarvot ovat livistajan alkiot

1

Kuviot 3 ja 4




