Diff.yht. II, harj. 4, 1.-3.12.2009, ratk. [4. tehtdvan II ratk. lisidtty pe 4.12.] (JL), 6 sivua

1. Tarkastellaan vakiokertoimista homogeenisysteemid x(¢) = Ax(t), jossa A € R™*™ jan = 2 tai n = 3.
Maérita sen kriittisen pisteen 0 € R™ laatu (stabiili vai epéstabiili), kun

0 -1 0

(a) A:H ‘01}, ) A=|0 0 —1|, (o A:{_Sl ”
-8 14 -7
Ratk. (a) Etsitddn A:n ominaisarvot: det(A — \I) = _1>\ :;\‘ =X +1=0<«= \=4i. Siis Rel =

0, joten yksin timin nojalla systeemin kriittisen pisteen 0 € R? laatua (stabiili/epéstabiili) ei vield voi
ratkaista (0 on kriittinen piste, silla A0 = 0). Koska kuitenkin juuret A = +i ovat yksinkertaiset, niin
perusjarjestelmén funktioihin ei tule polynomitekijoité, joten kriittinen piste 0 on stabiili.

Mutta tutkitaan kysymystd suoraankin, koska tilannehan on uusi edellisiin harjoituksiin verrattuna. Seu-
raavilla laskuilla on kdyttonsd myds tehtévéssi 2, jossa on sama matriisi A.

Etsitdin kompleksista ominaisarvoa A = i € C vastaavat kompleksiset ominaisvektorit u = (uy,us) € C%
) —iuyp —ug =0 )
(A—ilHu=0 < S up=dug <<= u=c

) 0 1 (c € C). Valitaan ¢ = 1, jolloin saadaan
Uy — Uy =

systeemille kompleksinen ratkaisu x(t) = e “ ] = (cost+isint) ( {(1)] +1 Lﬂ ) , josta saadaan reaalisista

—sin

. . 0 1 1
ratkaisuista x;(t) = Rex(t) = [ ] cost — {0] s = [ cost

1 t] jaxa(t) = Imx(t) = [Hcost—k[ﬂsint:

] koostuva perusjarjestelmé Rissia. Talloin X () = [x2(t) x1(¢)] = cost —smt] vVt € R on

cost
sint cost

sint
|10
|01
on se ratkaisu, jolla x(0) = xq. Siis x(¢) saadaan x¢:sta kiertamalla kulman ¢ verran origon 0 ympari. Talloin
|x(t)| = |xo| kaikilla ¢t € R. Téten, jos € > 0 on mielivaltainen, niin on olemassa sellainen ¢ > 0 (nimitt&in
d = ¢ kdly), jolla ehdosta |xo — 0| < § seuraa, ettd |x(t) — 0| < ¢ kaikilla ¢ > 0. Néin ollen kriittinen piste 0
on stabiili. (Se ei kuitenkaan ole eksponentiaalisesti stabiili; vrt. harjoitustehtdvan 3:5 ratkaisu.)

sellainen systeemin perusmatriisi, jolla X (0) = I. Olkoon x¢ € R2. Tilloin x(¢) = X (t)xo Vt € R

A b0 -2 -1 |
(b) det(A—A)=|0 —-Xx -1 Q—A‘M _7_A‘+‘_8 _7_>\‘:—>\(>\2+7/\+14)—8:
-8 14 -7-X

—N 4+ T2+ 14N +8) = - A+ 1) (A +2)(A+4) =0 < X € {—1,—-2,—4}. Siis kolme erisuurta reaalista
ominaisarvoa, ja ne kaikki ovat negatiivisia. Taten 0 on stabiili.

—1-A 1
(c) det(A—AI) = 3 Y
ja niiden joukossa on posiivinen. Téten O on epéstabiili. (Koska ominaisarvot ovat erimerkkiset, on 0
satulapiste.)

=X —9=0«<= )= +£3. Siis kaksi erisuurta reaalista ominaisarvoa,

2. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) = Ax(t) + £(1), A:{? ‘01}, f(t):m,

kayttiden varioimiskeinoa. Mika suora yrite johtaisi tulokseen helpommin?
Ratk. Tehtdvéan 1(a) ratkaisusta nédkyy, ettd vastaavan homogeeniyhtdlon x(t) = Ax(t) yleinen ratkaisu

on x(f) = X(t)c (c € R?), jossa X(t) = {Cos'f st

sint  cost } on yhtdlon perusmatriisi (kiertomatiisi). Téyden
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yhtdlon yksittdisen ratkaisun loytdmiseksi kiytetdan varioimiskeinoa ja kirjoitetaan x(t) = X (¢)c(t); nyt
%x(t) = X(t)e(t) + X (t)e(t) = AX (H)c(t) + X (t)e(t) = Ax(t) + X (t)e(t) = Ax(t) + £(t) <= X (t)e(t) = £(t)

SN —1 | cost sint||2| | 2cost+sint
&) = X(®) f(t)_[—sint cost] [1}_{—2sint+cost

. 2cost +sint | 2sint —cost
= clt) _/[—2sint+cost] dt = {2cost—|—sint]'

Nain saadaan yksittaisratkaisu

_ [2costsint — cos?t — 2sintcost — sin®¢

cost —sint| | 2sint — cost
T | 2sin?t —sintcost + 2cos?t + costsint

x(t) = X(t)e(t) = [Sint cost 2cost +sint

[ —(cos?t +sin?t)] [-1
T 2(sin®t +cos?t) | | 2 |

Nopeammin olisi toiminut yrite, joka on samaa muotoa kuin yhtalon oikea puoli, eli siis vakiofunktioyrite
x(t)=[a b]" (a,beR):

() = Ax(t) + £(t) <= 0 = Ax(t) + £(£) < x(t) = A (—£(t)) = [_01 (1)] [:ﬂ _ [‘21} .

Yleiseksi ratkaisuksi saadaan x(t) = X (t)c+ [_1] =0 {COSt] + co [_czlsit] + {_21} Vt e R (c1,c2 € R).

3. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) () = Ax(t) + £(t), A:B ” f(t):{_COSt].

—sint

Ohje. Suora yrite. Se johtaa 4 x 4-kokoiseen lineaariseen yhtaloryhméaan.
Ratk. Ratkaistaan ensin tdydelleen homogeeninen systeemi x(t) = Ax(t). Karakteristisen yhtalon

det(A—AI):'lZA 1i>\‘:(1—)\)2—4:(1—)\+2)(1—)\—2):(/\—3)(>\+1):0
juuret ovat erisuuret reaaliluvut A = 3 ja A = —1. Etsitéi{in vastaavat ominaisvektorit u = (u1,uz2) € R*~{0}:
-2 1 1
(A—3[)u2{4 _2}u:0<:>uQ:2u1<:>u:s[2] (s e R\ 0);
2 1 1
(A—i—[)u:{4 2}u:0<:>u2=—2u1<:>u:5{_2} (s e R\0).

Téten homogeenisen systeemin yleinen ratkaisu on x(¢) = Cye® B] + Coe™t [_12} .

Huomataan, etta f(t) = [_01} cost + [_OJ sint ei sisélly homogeenisen systeemin ratkaisuihin. Tehdéaan

siksi (1):n yksittéisratkaisun 16ytédmiseksi yrite x(t) = acost + bsint V¢ € R mééritettédvin kertoimin a =
(a1,a2) € R? ja b = (b1, by) € R%. Yritteelle on

(1) <= —asint + bcost = Aacost + Absint + f(t)

= — {Zl} sint + [bl] cost = [ ay + as ]cost—i— { b1+ b }sint—i— [_1} cost + {_OJ sint

2 bo 4a1 + as 4b1 + by 0
—a1 = by + by (Oé)
—ag =4by + b2 —1 (0)
<~ .
bi=a1+azx—1 (’}/)
by = 4a; + as (5)



Nyt (y) antaa a1 + a2 = b1 + 1 ja (8) — () antaa a; —az = 3b; — 1; néisté yhteenlaskemalla ja vihentdmalld
saadaan 2a; = 4by ja 2a2 = —2b1 + 2 eli a; = 2b; ja as = —by + 1, jolloin k&éntden (y) toteutuu. T&ll6in
(5) by =801 —b1+1=T7Tb; +1 ja (a) < —2b; =b1+ 701 +1 <= 10b; = -1 < b; = —1/10, jOHOiIl
ay = —2/10, ag = 11/10 ja by = 3/10; nyt kddntden myds (5) toteutuu. Téaten yritteelle on

CL1:—2/10
az = 11/10 1 [-2 1 (=17 .

(1) <= b= —1/10 @x(t)—ﬁ[ll]cost—i—l—o[g}smt vt e R.
by = 3/10

1 1 1 [-2 1 [-1
. ) . . 3t —t i
Siis (1):n yleinen ratkaisu on x(t) = Cie [2] + Cqe [_2} + 10 {11 } cost + 10 [ 3 }smt vt € R

(C1,C5 € R).

4. Kahden kuulan ja kolmen jousen varédhtelijassa paadyttiin 2. kl. homogeeniseen, vakiokertoimiseen sys-

teemiin
(1) mxi + 2kxy — kxo =0
mao — kxy + 2kzs = 0,
jossa m, k > 0 ovat vakioita. Ratkaise systeemi, mielellaan matriisikeinolla.

I ratk. (lyhyempi IT ratk. perédssi) Merkitddn a = k/m. Madaritellidn 21 = 1, 20 = 41, 23 = 22 ja
Z4 = jig sekéd z = (Zl, 224, %3, Z4). Talloin

4 =2 0 1 0 0
S0 = —2 —|— —
(1) <= 2:2 S P Az, jossa A= 2a. 0 a0
Z3 = 24 0O 0 0 1
24 = az1 — 2az23 a 0 -2 0
Nyt
—_2/\a _1)\ 2 8 A a 0 —2a a 0
det(A — M) = SN0 = 1=l 0 —x 1
00 =A 0 —2a -\ —2a -\
a 0 —2a -—-X\ ¢ ¢ “
0 —3a -2\
sl . i - 1 . B sl y2/\2 B —3a =2\
r1+—2r3( A)( )\)‘_2(1 _)\‘ 0 A 1 | =X\ +2a) a‘ ) 1
a —2a —\

=X (\? +2a) — a(—3a — 2\?) = X\* + 4a)? +3a® = (A2 +a)(A\? + 3a) =0
= N € {—a,-3a} <= ) € {#iw, +in}, kun merkitiin w = /a ja n = V3a.
Etsitdin ominaisarvoihin A = iw € C ja A = in € C liittyviit ominaisvektorit u = (uy,u2, uz, us) € C*~ {0}:

—iw 1 0 0 U9 = WU U2 = WU
. —20w? —iw  w? 0 —2w?uy + w?uy + wug =0 uz = uy
(A—iwlu = ) u=0<< . )
0 0 —w 1 Ug = 1WU3 Ugy = WU
w? 0 —20w? —iw 2 2 2
wuy — 2w uz + wuz =0 U3 = Uy

— u=s(l,iw,1,iw) (se€ C~{0}); wvalitaan u; = (1,iw, 1,iw);

—in 1 0 0 uz = i
—on2/3 i 2 —(2n?/3)u1 + n*ur + (n*/3)uz = 0
(A—inl)u= /3 im0 g (77./ Ju 07+ 1/ 3)us
20 0 —Z;] 1 Ug = 1MU3
w0 s i (1 /3)ur — (207 [3)uz + s = 0
Uz = INuy
Uz = —uq . . . . .
= , <= u=s(lin,—1,—in) (s € C\{0}); valitaan uz = (1,in, -1, —in).
Ug = —INUL
Uz = —uy



Saadaan kompleksiset ratkaisut

e™tuy = (coswt + isinwt)((1,0,1,0) +iw(0,1,0,1)),
ey = (cosnt + isinnt)((1,0,—1,0) +n(0,1,0, —1)),

joiden reaali-ja imagindariosista tulee seuraava perusjarjestelma R:ssa:

z1(t) = (1,0,1,0) coswt — (0,1, 0, 1)w sin wt,

z2(t) = (0,1,0,1)wcoswt + (1,0,1,0) sinwt,

z3(t) = (1,0,—1,0) cosnt — (0, 1,0, —1)nsinnt,
(t) = (

z4(t) = (0,1,0, —1)ncosnt 4+ (1,0, —1,0) sinnt.

Yleinen ratkaisu on siis

coswt sin wt cosnt sin nt
. —wsinwt w cos wt —nsinnt ncosnt
z(t) = Gy coswt +C2 sin wt +Cs —cosnt +Ca —sinnt VEER (C1,C2,C5,Ch€R).
—wsinwt w cos wt nsinnt —ncosnt

Téten alkuperdisen yhtélon yleinen ratkaisu x(t) = (x1(¢), z2(t)) = (21(t), 23(t)) on

. cos wt sin wt cosnt sin nt
x(t) = C4 Loswt] + Cs [sinwt] + Cs |:—COS17t] + Cy [—sinnt] VteR (C1,Cy,C5,Cy €R),

jossa siis w = v/k/m ja n = \/3k/m. (Ratkaisu ei yleensi ole jaksollinen, koska n/w = v/3 ¢ Q.)

IT ratk. Ylldoleva I ratkaisu esitettiin kaikissa JL:n ryhmissa, mutta allaoleva II ratkaisu vain joissakin, ja
silloinkin turhan tiiviisti ja vahéalle huomiolle jaaden.

Olkoon jélleen a = k/m > 0. T&lloin

—2a a
a —2a

(1) e { 1 = —2ax1 + axo

. <= X = Bx, jossa B=
To = ax1 — 2aT2

} , x=(x1,22).

Kuten I ratkaisussa huomattiin, 2. kl. vakiokertoiminen lineaarinen homogeeninen systeemi X = Bx on
yhtapitdva 1. kl. vakiokertoimisen lineaarisen homogeenisen systeemin z = Az kanssa, jossa siis A on
(4 x 4)-matriisi. Tarkemmin sanoen kuvaukset x — z = (x1,%1,22,42) ja 2 — X = (z1,23) yhtédloiden
ratkaisuavaruuksien valilla ovat toistensa kadnteiskuvauksia ja siis bijektioita; lisdksi ratkaisuavaruudet ovat
vektoriavaruuksia ja ndméa kuvaukset lineaarisia ja siis lineaarisia isomorfismeja. Teorian nojalla tiedetdan,
ettd yhtdlon z = Az ratkaisuavaruus on 4-ulotteinen. Siksi my6s yhtdlén x = Bx ratkaisuavaruus on
4-ulotteinen. Tadméan nojalla yhtalolld X = Bx on perusjirjestelmé (x1,X2,X3,X4).

Perusjirjestelmén 1oytamiseksi etsitiain nyt muotoa x(t) = e"u Vt € R olevia ratkaisuja, jossa r € C ja
u = (u1,us) € C?~ {0} ovat vakioita. Sijoitus antaa ehdon

r’e"u=¢"Bu VteR <= Bu=r’u.

Siis luvun A = r2 on oltava (symmetrisen) matriisin B ominaisarvo ja vektorin u tihin ominaisarvoon

liittyva B:n ominaisvektori. Karakteristisen yht&lon

det(B — \I) = ’—2a—)\ _2;_>\’ =X 4+ 4a\+3a>=(A+a)(\+3a) =0
juuret ovat erisuuret negatiiviset reaaliluvut A = —a ja A = —3a. Etsitdan vastaavat ominaisvektorit:

—a a

(B+aDu:[a

}u20¢:ufﬂ“¢$u=sh}@ec\mm
(B +3al)u= [Z Z]u=0<:>uQ:—u1<:>u:s{_11] (s e C~{0}).
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Kummassakin valitaan s = 1. Merkitédn jilleen w = \/a > 0 ja n = v/3a = wv/3 > 0. Talléin A = —a <
r = +iw ja A = —3a <= r = +in. Nyt ¢! = coswt + isinwt ja e’ = cosnt + isinnt. Titen saadaan
reaaliarvoiset ratkaisut

x1(f) = H coswt, xa(t) = m sinwt, xs(t) = [_11} cosnt,  xa(t) = [_11] sint,

joiden ensimmaéisten koordinaattifunktioiden jono (coswt,sinwt,cosnt,sinnt) on vapaa R:ssi, jolloin siis
my®ds itse jono (x1,X2,X3,X4) on vapaa R:ssé ja tdten perusjirjestelmé. Yleinen ratkaisu on néin ollen

x(t) = Cy {Cow’f] 4O [S?Wt] 4O [_Cosnt ]+C4[ Sir.‘”tt] Vi €R (Cy,Cy,Cs,Cy €R),

cos wt sin wt cosnt —sinn

eli sama kuin I ratkaisussa.

5. Homogeenisysteemilla

1) a(0) = AWalt), Josa Al = || 1| €R al0) = ({0 i) € B2

w0=[50]-[4]

Etsi systeemin perusjarjestelma valilla I ja kirjoita yleinen ratkaisu.

on valilld I = 0, oo ratkaisu

Ratk. Kun ¢ > 0, niin A(t)z,(t) = [171?2 1_/115] {_tl} = [1/751 l/t} = Ll)] = 71(¢). Siis z; on todellakin

ratkaisu valilla 1.

Huomataan, ettd z1(f) =t # 0 ja y1(t) = —1 # 0 V¢ > 0. Téten (1):n ratkaiseminen voidaan palauttaa (1):n
ratkaisemiseen ratkaisun z; muodon huomioon ottavalla yritteella

mééritettavin derivoituvin funktioin a ja b (ratkaisun koordinaattien kerrointen varioinnin keino),

silld jokainen ratkaisu (z,y) voidaan kirjoittaa tdhdn muotoon (ottamalla a(t) = z(t)/t ja b(t) = —y(t)).
Nyt
ta(t) + a(t) 17 [ ta(t) ta(t) + a(t) = b(t)
=[O0 = [ Tl [560] =4 S S s
a(t) = (b(t) —a(t))/t (b—a)t)=0 (b—a)(t) = c1 jollain ¢; € R
Cﬁ{aw=<u th¢${ﬁﬂ—®0 ®Vt¢${ﬁw=qﬁ
a(t) = c1Int + ¢ jollain ¢o € R
A { b(t) = ex(1+ Int) + ¢
citlnt + cot tint t
@@: {—clzl—klnt)g—ci - { 1 —lnt} te {—1} ¥t >0 (c1,c2 €R).

Téstd (1) yleisesta ratkaisusta ndhdéaan, ettd systeemilla on vélilla I perusjirjestelmé (z1,2z2), jossa

tInt
zQ(t):[_l_nlnt] vt > 0.

Tamaén ratkaisun 16ytamiseksi riittéisi siis heti aluksi valita ¢; = 1 ja co = 0.
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Huom. Yleisemmin, jos homogeenisysteemissi z = Az on A:1 — R2*2 jatkuva vililld I ja tunnetaan
ratkaisu z; = (z1,y1): I — R?, jolla 21 (t) # 0 ja y1(t) # 0 Vt € I, niin yritteelld zo(t) = (a(t)z1(t),b(t)y1(t))
saadaan integroinnein muodostettua sellainen toinen ratkaisu zo valilla I, ettd (z1,22) on systeemin perus-
jarjestelmé valilla I.

Etsitdan nyt ze eliminointi—variointi-keinolla johtamalla 2. kl. skalaariyhtalo ja tdydentdmalld z;:sta
saatava yksittiisratkaisu perusjirjestelméksi vanhalla tutulla varioimiskeinolla. Ensin (y:n) eliminointi:

&(t) = —y(t) y(t) = —a(t) E(t) — (1/t)i(t) + (1/t*)x(t) = 0
0= {0 oot o = 1 o — sty s = Lol = )
Tehd&dédn 2. kl. yhtaloon yrite x(t) = a(t)z1(t) = a(t)t, jolloin
0— t%x(t) - %:’c(t) L) = t%a(t)t - %(a(t)t +alt)) + (@(0) + 2a(t)) = d(t)t + a(t) — a(t) + %a(t) —0
— a(t) = cle_f(dt/t) =ce 0t = a a(t) =c1lnt 4 co < z(t) = a(t)t = c1tlnt + caot (c1,c2 € R).

t

Talloin y(t) = —&(t) = —c1(1 +Int) — co. Siis

joten saadaan sama perusjarjestelma kuin ylla.

Vaihtoehtoisesti eliminoimalla = saadaan (yhtépitdva) systeemi

{ a(t) = t2§(t) — ty(t)
g(t) + (1

)+ 1/)yt)=0"
jonka jalkimméinen yhtdlo on siis sama kuin a:lle edellisessé ratkaisutavassa (jos tehtéisiin siithen [nyt
tarpeeton] yrite y(t) = b(t)y1(t) = —b(t), tulisi b:llekin tietysti sama yhtald!). Yleinen ratkaisu y(t) =
c1lnt + co antaa z(t) = (c1 — c2)t — catlnt, joten merkitsemélld a« = —c;1 ja B = ¢1 — ¢2 (jolloin kéén-
tden ¢; = —a ja co = —a — 3) saadaan alkuperiiselle systeemille ylli olevaa muotoa oleva yleinen ratkaisu

z(t) = a(tInt,—1 —Int) + 5(¢, 1) (o, 8 € R).



