Diff.yht. II, harjoitus 3, 24.—26.11.2009, ratkaisut (JL), 4 sivua

1. Palauta seuraavat differentiaaliyhtélot 1. kl. normaalimuotoisiksi systeemeiksi:
(@) v’ — %y“) +ay — 22% =0,

(b) (¥")* = %y“) +ayy —22% = 0.

Onko systeemi lineaarinen, ja jos on, niin onko se vakiokertoiminen?

Ratk. (a) Normaalimuotoisena yht#l kuuluu y®) = 3zy + 3y” — 62°. Merkitsemilld y; = 3, y2 = ¢/ ja
y3 = y" (sekd kddntden y = y;) saadaan yhtapitava systeemi

!/

Yi = Y2 0 1 0 0

Yh = Y3 eli y=10 0 1|y+ 03 .y = (y1,92,93).
y’3=3xy1+3y3—63:3 3r 0 3 —6x

Yhtaloryhmé on lineaarinen, mutta ei vakiokertoiminen (kerroin 3z).
(b) Normaalimuotoisena yhtilé kuuluu y®) = 3zyy’ +3(y”)? — 623, Merkitsemilld y; =y, yo = ¥ jays = y”
(sekd kadntden y = y1) saadaan yhtapitava systeemi

2/1 = Y2
y’2 =Ys
Y4 = 3xy1ys + 3y3 — 62°.

Yhtiloryhmi ei ole lineaarinen (termit y1y2 ja y3).

2. Etsi seuraavan lineaarisen homogeenisysteemin perusjarjestelma R:ssa:

(1) X(t):[_tl _Ol]x(t), x = (21,2).

Tassa i‘g(t) + (Eg(t) =

Ratk. Nyt (1) < { 21(t) = —21(t) — { z1(t) = Cre™*

io(t) = tay(t) — a(t) io(t) + m2(t) = Crte™t’
Cite™! «— i(etmg(t)) = Ot = elas(t) = %Cth + Oy = x3(t) = %Cthe_t + Cqoe~t. Titen
Ciet
%C’the_t + Chet
C1,C €R kun x(t) = e " [lltg] jaxa(t) =e”
2

1) = x() = |

} = Ciet [llﬁ} + Che? {(1)] = C1x1(t) + Coxa(t) Vi € R joillain
2
t

{(1)] vt € R. Siis (x1,%2) on (1):n perusjirjestelma R:ssi.

3. Etsi seuraavan homogeenisysteemin yleinen ratkaisu R:ssé:

X(t):[} _ll]x(t), X = (21,22).

Onko vakioratkaisu x(¢) = 0 stabiili vai epéastabiili tasapainotila? Téssa ja seuraavissa tehtavissi kiytetdan
merkintdd 0 = (0,---,0) € R™.

Ratk. Kerroinmatriisi A = “ _11] on vakiokertoiminen. Sen karakteristisen yhtdlon det(A — AI) =
1-x 1 ) . . . U .
1 Y A? — 2 =0 juuret ovat erisuuret reaaliluvut A\; > = +1/2. Etsitdan niiti A:n ominaisar-
voja vastaavat A:m ominaisvektorit u = (u1,us) € R? seki systeemin ratkaisut x(¢) = eMu:
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M= V2 (A VEu=0 < [1—1ﬁ 1 Hu] _ m @{(1—ﬁ>ul+u2:o

—1—v2| |us 0 up — (1 +v2)uz =0 e
R N 1++2
(1 + vV2)ug (silld talldin (1 — vV2)uy +uz = (1 — 2)ug + uz = 0) ja siis <= u = c 1 (c € R).
Valitsemalla ¢ = 1 saadaan ratkaisu x; (t) = efV?2 [1 +1\/§} vt € R.
1++2 1 U 0 (1+vV2)ur +us =0
A= —v2: (A 2 u=0<= = — -
=m0 [P [] = o] e T e s e

—(1 4+ V2)uy (silld tallsin ug — (1 — v2)ug = ug + (1 — 2)u; = 0) ja siis <= u = ¢ [_1 i \/5] (c € R).

Valitsemalla ¢ = 1 saadaan ratkaisu x5 (t) = e V2 [_1 i \/5] vt € R.

Nyt (x1,x2) on perusjirjestelma R:ssé. Siis x(t) = CretV? [1 +1\/§] + Cpe~tV2 [_1 i \/5} Vi eR(Cy,C5 €

R) on yleinen ratkaisu R:ssa.

Vakiofunktio x(¢) = 0 on systeemin triviaaliratkaisu, koska A0 = 0 eli koska 0 on systeemin kriittinen piste.
Tillaista ratkaisua kutsutaan systeemin tasapainoratkaisuksi. Koska \; = v/2 > 0, on timé tasapainokohta
luentojen mukaan epéstabiili (satulapiste, koska A; > 0 > A2). (Muita tasapainokohtia ei ole, silld det A =
—2#0, joten Au=0<=u=0.)

Osoitetaan suoraan, ettd tasapainokohta x(¢) = 0 on epéstabiili. Kiinnitetdédn ¢ = 1 > 0. Olkoon ¢ > 0
kuinka pieni tahansa. Valitaan sellainen a > 0, jolla |xg| < &, kun xg = a(1++/2,1). Télléin x(¢) = ax;(t) =
e"V2x, Vt > 0 on ratkaisu, jolla x(0) = xo. Nyt [x(t)| = e'V2|xo| — oo, kun t — oo. Titen |x(t) — 0| > ¢
jollain ¢ > 0, vaikka siis oli |x(0) — 0] < §. (Vertaa stabiiliin tasapainokohtaan tehtévéssé 5.)

4. Etsi seuraavan homogeenisysteemin perusmatriisi R:ssa:
1 -1 4
x(t)=|3 2 —1|x(), x=(r1,x2,3).
2 1 -1

Onko vakioratkaisu x(¢) = 0 stabiili vai epéstabiili tasapainotila?

1 -1 4 1-x -1 4
Ratk. Olkoon A = |3 2 —1|. Karakteristisen yhtdlon det(A —AX[) =| 3 2—-X -1 | =
2 1 -1 2 1 —-1-A
3—A 0 3—-A 3—A 0 0
3 2-A -1 |=| 3 2-A -4 :(3—>\)‘2I>‘ _;fA‘z(:s—A)‘_Ql_ﬁA 1__‘&‘:
2 1 —-1-A 2 1 -3-A
3-X) _20_ A 1__4>\ =B-XN)(—2-21-X)=—-(A=3)(A—1)(A+2) =0 (jossa ensiksi lisattiin kolmas

rivi ensimmaiseen riviin, sitten vahennettiin ensimmainen sarake kolmannesta sarakkeesta, tdmén jalkeen
vahennettiin ensimmaéinen rivi toisesta rivista ja lopuksi liséttiin toinen sarake ensimmaéiseen sarakkeeseen)

juuret ovat erisuuret reaaliluvut Ay = 3, Ay = 1 ja A3 = —2. Etsitdan néitd A:n ominaisarvoja A vastaavat
A:n ominaisvektorit u = (u1, u2, uz) € R® sekil systeemin ratkaisut x(¢) = eMu:
-2 -1 4 Uy 0 0 0 O Uy 0 w1 = Ug
A=3: (A-3u=| 3 -1 -1 ug | = [0 <= |5 0 =5| |u2| =10 <:>{ =
2 1 —4| |u 0 2 1 —4| | us 0 uz = 2us

1
u=c|2]| (c €R), jossa lisittiin kolmas yhtalo ensimmaiseen yhtdalédn ja toiseen yhtdloon. Valitsemalla
1

1
¢ = 1 saadaan ratkaisu x; (t) = 3 | 2 | Vt € R.
1



0 -1 4 Uy 0 2 0 2 Uy 0 w1 = —ug
A=1(A-THu=1|3 1 -1 uy | = |0 < |1 0 1 u2:0<:>{ —

2 1 —2| |us 0 2 1 —2| | us 0 Uz = 4dus

-1
u=c| 4 | (c € R), jossa lisdttiin kolmas yht#lé ensimmaéiseen yhtdloon ja vdhennettiin kolmas yhtélo
1
-1
toisesta yhtélostd. Valitsemalla ¢ = 1 saadaan ratkaisu x2(t) = €' | 4 | Vt € R.
1
3 -1 4 5 0 5 1 01
A=-2 (A+2)hu=|3 4 —-1|u=0< |5 5 0|lu=0«<= |1 1 0|u=0<=ug=wus=
2 1 1 2 11 0 0 0
—1
—u;<=u=c| 1 | (c€R), jossa ensin lisdttiin kolmas yhtdlo ensimmaéiseen yht&loon ja toiseen yhtaloon
1
ja sitten jaettiin ensimmaéinen ja toinen yhtalo 5:1l4 sekéd vahennettiin ndmé yhtélot kolmannesta yhtalosta.
-1
Valitsemalla ¢ = 1 saadaan ratkaisu x3(t) = e 2 | 1 | VteR.
1
Néin ollen (x1,x2,X3) on systeemin perusjirjestelma R:ssé. Téten systeemin perusmatriisi R:ssa on
[ o3t et =2
X(t)=[x1(t) x2(t) x3(t)]= |23 4det 72 Vit € R.
e3t ot o2t

Koska A7 = 3 > 0, on tasapainoratkaisu x(t) = 0 epéstabiili (ja ainoa tasapainoratkaisu, silld det A =
A1A2A3 = —6 #0).
Ratk.

5. Tehtavaa hieman muutettu 17.11. Etsi seuraavan homogeenisysteemin perusjarjestelma R:ssa:
. -1 1
(1) X(t) = -1 -3 X(t)a X = (Ilva)'

Kannattaako kdyttda matriisikeinoa? Onko vakioratkaisu x(¢) = 0 stabiili vai epastabiili tasapainotila?

Ratk. Matriisin A = {j _13] karakteristisella yhtal5lla det(A—AI) = _1_1 A _31_ A] = A2 HAA+4 =

(A +2)?2 = 0 on kaksoisjuuri A = —2. Maidritetdin ominaisvektorit u = (u1,us) € R% (A + 2I)u =
up +uz =0

0 <— { ! 2 0 = U= —Uu = u=c [ 11] (¢ € R). Téaten A:n ominaisvektoreista ei voida
—Up — U2 = -

valita kantaa R?:lle. Siis perusjirjestelmés ei saada suoraan matriisikeinolla. Tulee kuitenkin yksi ratkaisu

x1(t) =e % [_11} vVt € R.

Kéytetdan eliminointikeinoa. Nyt (1) < { .1 ! 32 . Derivoidaan ensimmaéinen yhtalo, sijoitetaan
To = —X1 — 9T
To toisesta yhtalosta ja lopuksi sijoitetaan xo = &1 + x1 ensimmaisesta yhtalosta:

¥ = —d1+de = =1+ (—21—-322) = —F1—21—-322 = —F1—21-3(T14x1) = 431 -4z <= F1+43,+4 = 0.

TAméin vakiokertoimisen lineaarisen homogeeniyhtilon karakteristinen yhtilo on 72 +4r4+4 =0 <= r = —2
eli sama kuin matriisille A. Tulee yleinen ratkaisu z (t) = C1e~2t + Cate=2t. Nyt

o (t) =1 (t) + Jil(t) = (—201€_Qt — 202t€_2t + CQQ_Zt) + (016—226 + Ogte_Zt) = (—Cl + Cg)e_Zt — Cgt(i_Qt.
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Siis (1):n yleinen ratkaisu R:ssi on x(t) = {;18] = Cre 2 [ 11} + Coe™?t [1 t J vVt e R (C1,C; € R).
) _ _

Titen (1):114 on R:ssi perusjirjestelmi (xi,xs), jossa x;1(t) = e~ 2 _11] on sama kuin ylla ja xo(t) =

—9¢ t

1—t]
Osoitetaan, ettd tasapainokohta x(t) = 0 on stabiili ja jopa eksponentiaalisesti stabiili.
Koska e !|(t,1—t)| =e !\ /2 + (1 —t)2 = e 'V22 — 2t + 1 = (t/e')\/2 — 2/t + 1/t? — 0, kun t — oo, niin
on olemassa vakio My > 0, jolla e~ t|(t,1 —t)| < My Vt > 0. Olkoon xg = (w01, z02) € R Tilldin x(t) =
zore 2 (1, —1) + (wo1 + wo2)e 21(¢,1 — t) Vt > 0 on ratkaisu, jolla x(0) = x¢. Koska ¢! = e~ te™! < et
kun ¢ > 0, ja koska |xo1], |zo2| < |%0|, saamme R?:n kolmioepiyhtilon avulla, etti

e

[x(t) = 0] < [zorle” (1, =1)] + (|zo1| + |zozl)e"e~|(t, 1 — )] < (V2 + 2Mo)|xole™" = Mlxole™" vt >0,

kun M = /2 + 2MM.

Olkoon nyt € > 0. Valitaan 6 = ¢/M > 0. Jos |xo — 0] < ¢, niin |x(t) — 0] < Mlxo| < M = ¢
Vvt > 0. Ratkaisu siis pysyy mielivaltaisen ldhella pistettéd 0, jos se ldhtee riittavan ldhelta pistettd 0. Téten
tasapainokohta on stabiili.

Valitaan sitten § = 1, M kuten ylli ja v = 1. Oletaan, etti [xq — 0| < 1. Tilloin |x(t) — 0| < Me~t Vt > 0.
On siis olemassa positiiviset vakiot 6, M ja 7, joilla |x(t) — 0] < Me™ " Vt > 0, kun |xo — 0] < §. Koska
tasapainokohta on stabiili, on se tdten jopa eksponentiaalisesti stabiili.




