Diff.yht. II, harjoitus 2, 17.—19.11.2009, ratkaisut (JL), 2 sivua

1. Laske kolme ensimmaisté Picardin approksimaatiota alkuarvotehtaville y’ = cosz, y(r) = 0. Huomaatko
jotain erikoista, ja kuinka selitat sen?

Ratk. Olkoon 79 = 7, yo = 0 ja f:R? — R, f(x,y) = cosz. Tilléin yo(z) = yo = 0 Vo € R, y1(x) =

yo+ [, ft,yo(t))dt = [ costdt = /sint =sinz Vo € Rjaya(x) =0+ [T f(t,y1(t))dt = [T costdt =sina

s
Vax € R. Siis yo = y1. Nain taytyy ollakin, silla f(x,y) = cosx riippuu vain x:sté, joten heti y = y; on
AAT:m ja siis myds integraaliyhtilon y(z) = 0+ [ f(t,y(t)) dt Vo € R tarkka ratkaisu, jolloin iteraatio ei
tuota enad muutosta.
2. Palauta seuraavat skalaariyhtdlot 1. kl. systeemeiksi:
(a) y® +sinzy’ +y = cosx,
(b) y™® 4 22y" + 2*y = sin .
Ratk. (a) Olkoon y annetun (kolmannen kertaluvun lineaarisen) yhtélon ratkaisu jollain valilla I. Merkitaén
yi=y y2 =y jays =y’ Taldin g} =y =yo, v =y’ = gz jays = y® = —y —sinxy + cosz =
—y1 —sinx ys +cos x, joten (y1,ys2,ys) on valilld I seuraavan ensimmaéisen kertaluvun (lineaarisen) systeemin
ratkaisu:

Y1 =2
Y3 =3
ys = —y1 —sinz ya + cos .

Kéaantéen, jos (y1,y2,y3) on tamén systeemin ratkaisu jollain vélilld I, niin y = y; on alkuperiisen yhtélon
ratkaisu valilla I, silld y' = v} = yo, y" =y = y3 jasiis y® = y§ = —y; —sinz yo+cosz = —y—sinxy’ +cos .
Saatu systeemi on tdten yhtépitava alkuperéisen yhtalon kanssa.

(b) Sijoittamalla toiseen suuntaan y; = y=1 kun i =1,2,3,4, ja toiseen suuntaan y = y; saadaan

Y1 =Y

0 1 00
I
y@ 4 229" 4 oty = sinz > y? Y3 —=y'(z) = 8 8 (1) (1) y(z) + b(z),
Y3 = Y4 1 9
y) = —zty; — 2%ys +sinz —z* 0 —2% 0
jOssa‘ y = (yla Y2, y3) ja b(x) = (0’ 07 Oa Sin‘r)'
i = f{t,2,y,9
3. (a) Palauta seuraava systeemi normaalimuotoiseksi 1. kl. systeemiksi: { y fEt y)y) .
=92,y

(b) Enté, jos ensimméinen yhtalo kuuluukin § = f(¢, z,y, &, 9)?
Ratk. (a) Olkoon (z,y) tamén systeemin ratkaisu jollain valilla 7. Merkitdén 21 = x, 20 = y ja 23 = ¥.
Téll6in (21, 22, 23) on seuraavan normaalimuotoisen 1. kl. systeemin ratkaisu valilla I:

2:“1 = g(t, 21, ZQ)
Z9 = 23
Z3 = f(t,21, 22, 23).
Kéaantéen, jos (21, 22, 23) on taméan normaalimuotoisen 1. kl. systeemin ratkaisu jollain valilla I, niin (x,y) =
(21, 22) on alkuperéisen systeemin ratkaisu valilla I. Siis systeemit ovat yhtapitavit.
(b) Toisen yhtalén & = g(t, x,y) nojalla ensimméinen yhtalo § = f(¢,z,y, &, y) voidaan kirjoittaa muotoon
iJ=f(t,x,y,9(t, x,y),y). Taten alkuperiisen systeemin kanssa yhtéapitdva normaalimuotoinen 1. kl. systeemi
on nyt seuraava:
Z1 = g(t, 21, 22)
Zo = 23

23 = f(tazla z27g(t721722)a Z3)-

1



4. Osoita, ettd (x1(t),x2(t)) = ([2 et]” et 1]T) on lineaarisen homogeenisysteemin

)= 2 X0 x= e,

€

perusjarjestelma R:ssa.

ot
Ratk. Olkoon A(t) = th 361 } x(t) Vx € R. Tillsin funktio A: R — R?*2 on jatkuva. Koska
1o =27t 2] [1-24 (=2t (O] df2] .
A(t)xi(t) = [et . } [et] = [ et (et | = let| T a et =x,(t) VteR,

niin x = x; on yhtélon & = Ax ratkaisu R:ssd. Samoin x = x5 on yhtdlon & = Ax ratkaisu R:ssé, silld

=[] [ ][] 4[] e

Liséksi pari (x1,x2) on vapaa R:ssé, silld sen Wronskin determinantille on
2 et
et 1

Téten (x1,x2) on yhtalon x = Ax perusjarjestelméi R:ssé.

W (x1,%2)(t) = det(x1(t), x2(t)) = =2-1-cle"=2-1=1#0 teR.

5. Ratkaise eliminointikeinolla seuraava lineaarinen homogeenisysteemi ja anna sen perusjirjestelmé R:ssa:

v -3 Blver v=um

Ratk. Oletetaan, ettd y on tamén vektoriyhtalon ratkaisu. Télloin

(1) Yi(&) = ~21(2) + 33ale) o
¢l Y (2) = 201 (2) — 20a(a)
Yhtélo (1) antaa

Q () = 204 (2) + s ()

Derivoimalla yhtdlo (1) puolittain (vaara uusista ratkaisuista!) ja sijoittamalla sithen sitten (2) ja (3) saa-
daan, etta

//(_1) , (2)

1 1
Yl = =21 + SV = —2y; + 5

3
5201 = 242) = =241 + 1 — 2 © 2y oy — @0 + 1) = 4y} 3y,
joten yo eliminoitui, ja
(4) Yl + 4y + 3y = 0.
Kééntéen, jos y1 on (4):n ratkaisu ja yo méédraytyy (3):sta, niin (1) toteutuu, ja
3 4 1 1
yp Doyt 14y W a(—dyp - 3y) + 4yt = 4yt — 6y 2 —4(—2y1 + ¥2) = 6y1 = 241 — 22,
eli myds (2) toteutuu (vaara vdltetty!). Riittdd siis ratkaista ensin 2. kl. yhtalo (4) yi:lle ja sitten 0. kl.
yhtéls (3) yo:lle.
Nyt vakiokertoimisen homogeeniyhtilén (4) karakteristisen yhtilon r2 + 4r +3 = (r + 1)(r + 3) = 0 juuret
ovat —1 ja —3, joten (4)m yleinen ratkaisu on yi(z) = cie™® + c2e 3% Vo € R (c1,co € R). Téllsin
Y1 () = —c1e7% — 3coe 3%, joten sijoitus (3):een antaa ya(z) = 2(—c1e™% — 3c2e73%) + 4(c1e7% + coe3) =
2c1e7% — 2¢0e73% Vo € R. Téten annetun homogeeniyht#lon yleinen ratkaisu on
@] [ e e ] T 3z | 1
y(z) = [yg(x)] = [2016_1 N 2026_335] =cie [2 + c2e 9 Ve eR (c1,c2 €R)
ja perusjirjestelma Rissé siis (e=*[1 2]7,e37[1 —2]7).
Huom. Implikaatiolle (1)&(2) = (3)&(4) kaanteisen implikaation (3)&(4) = (1)&(2) osoittamisen sijasta
riittéisi jalkikdteen huomata ratkaisuavaruuksista R:ssé, etté tietysti {y | (1)&(2)} C {y | (3)&(4)}, etté teo-
rian nojalla {y | (1)&(2)} on 2-ulotteinen vektoriavaruus ja etté, kuten néhtiin, {y | (3)&(4)} on korkeintaan
2-ulotteinen vektoriavaruus; talloin nimittain {y | (1)&(2)} = {y | (3)&(4)}.



