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1. Maaraa kolme ensimmaéistd Picardin approksimaatiota AAT:1le y' = —y, y(0) = 2.

Ratk. Olkoon 79 = 0, yo = 2 ja f:R? — R, f(z,y) = —y. Tilléin yo(r) =2 Vz € R ja ypy1(z) =
y0+f50ftyn())dt—2—f0 yn(t)dt Vz € R, kun n > 1. Siis yy(z) = 2 — [ 2dt =2—2z Yz € R ja
ya(x) =2 — [5 2—2t)dt—2—2x—|—x Vz € R.

Huom. Tarkalla ratkaisulla y(z) = 2¢~* V& € R on O-keskinen Taylorin sarja y(z) = Y~ 2(—1)"z"/n! =
20—z +22/2—23/3+...) =2 -2z + 2% —2%/3+ ... Vz € R. Induktiolla voidaan osoittaa, ettd y,, on
y:n O-keskinen n-asteinen Taylorin polynomi kaikilla n > 0.

2. Onko funktio f(z,y) = e*T¥ joukossa I x J tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen, kun

(a) I=10,1] ja J =[0,1],

(b) I =10,1] ja J =R,

(¢c) I=RjaJ=][0,1]7

Muutaman sanan vastaus riittad, ei tarvitse todistaa.

Ratk. On siis tutkittava, pateeko jollakin 0 < M < oo ehto

|f($7y1) - f(x7y2)| < M|y1 - y2| kaikilla z € T ja Y1,Y2 € J.

Tarvitaan Analyysi Iin valiarvolause: Jos ¢: [a,b] — R on jatkuva funktio, joka on derivoituva valilla ]a, b],
niin p(b) — p(a) = ¢'(§)(b — a) jollain £ € ]a,b[. T&lldin, jos on olemassa vakio M > 0, jolla |¢’(t)] < M
kaikilla ¢ € ]a, b[, niin |@(s) — ¢(t)| < M|s — t| kaikilla s,t € [a,b] eli ¢ on M-Lipschitz. Erityisesti, jos ¢ on
jatkuvasti derivoituva valilla [a, b], jolloin ¢’ on rajoitettu, niin ¢ on Lipschitz-jatkuva.

(a) Nyt, kun z,y1,y2 € [0, 1], niin
|f(x,91) — f(z,y2)| = |[e"TV — ¥ TV2| = e®]e¥t — 2| < ele¥ — e¥2| = eel|y; — ya| < €2|y1 — yo|

erdilld € € [0, 1], joten tasainen Lipschitz-ehto jélkimméisen muuttujan suhteen pitee vakiolla M = e?.

Tai: Koska Dy f(z,y) = et = "™, niin sup, ,\crys|Daf (@, y)| = €'t = €%, josta viiliarvolauseen
HOJalla seuraa ylldoleva tasamen Lipschitz-ehto.
(b) Nyt
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T4ll6in tasainen Lipschitz-ehto muuttujan y subteen ei voi péted. (Se ei siis pétisi, vaikka olisi I = {0}.)

Tai: Jos f olisi tasaisesti M-Lipschitz muuttujan y suhteen jollain M > 0, niin ehdosta | f(z,y1) — f(z,y)| <

Mlyy — y| kaikilla y; € J, kun = € I ja y € J, seuraisi rajalla y; — y, ettd |Daf(z,y)| = |a%f(x7y)| <M,

kun x € I ja y € J. Mutta sup, ,yerx s |[D2f (2, y)| > limy .o [D2f(0,y)| = limy o0 €’ = oo, ristiriita.

(c) Koska

|f($,].) —f(l}())‘ _ eerl _ T

e’ =e"(e—1) - 0o, kunz — oo,
[1-0]

niin tasainen Lipschitz-ehto muuttujan y suhteen ei pade.
Tai: sup, yyerxg [D2f (@, y)| > limg o0 [D2f(2,0)] = limg o0 € = 00, josta viite seuraa.

3. (a) Missia R%m alueissa DY ¢y’ = ¢/y — 1 toteuttaa lokaalin OY-lauseen ehdot (kun lauseessa sovelletaan
lokaalia versiota Lipschitz-ehdosta)? Perustele lyhyesti ehtojen voimassaolo.

(b) Osoita, etté f(z,y) = &y — 1 ei ole esimerkiksi suorakaiteessa [0,1] x [0, 1] tasaisesti Lipschitz-jatkuva
muuttujan y suhteen.

Ratk. (a) Funktio f:R? — R, (x,y) — (y — 1)'/3, kuten (b):ssi on jatkuva, ja
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on méiritelty ja jatkuva avoimissa puolitasoissa Dy = {(z,y) € R? |y > 1} ja D_ = {(z,y) € R? | y < 1}.
Siis alueissa Dy tutkittava DY toteuttaa lokaalin OY-lauseen oletukset. Koska (0/0y)f(z,y) — oo, kun
(z,y) — (x,1) alueissa Dy kullakin = € R, niin alueet D1 ovat maksimaalisia tdssé suhteessa.

Huom. Kullakin o € R on AAT:A 3/ = f(x,y), y(xg) = 1, esimerkiksi globaalit ratkaisut y1:R — R,

joilla g+ (x) = 1, kun o < xo, ja y+(z) = 14 /5 (@ — 20)?, kun > xo; ndmé ratkaisut eivit yhdy missééin

pisteen xp ymparistossa.
(b) TamA seuraa siité, ettd sup{(9/0y)f(z,y) |0 <2 <1,0<y <1} = oo.

4. Olkoon funktio y AAT:n
y =e®sinzcosy, y(0)=1yo€R,

(maksimaali)ratkaisu. Osoita globaalin OY-lauseen avulla, ettd y on méaritelty koko R:ssa.

Ratk. Olkoon f(x,y) = e®sinzcosy V(z,y) € R2. Tilléin f on jatkuva, ja (8/0y)f(z,y) = —e®sinzsiny
V(z,y) € R2. Jos a,b € Rjaa < b,niin [(0/dy) f(z,y)| = e®|sinz||siny| < e® V(z,y) € [a,b] xR, joten f on
tasaisesti Lipschitz-jatkuva (nimittiin e’-Lipschitz-jatkuva) muuttujan y suhteen joukossa [a, b] xR (voitaisiin
ottaa b > 0 ja a = —b). Siis globaalin OY-lauseen oletukset ovat voimassa, joten AAT:n (maksimaalinen)
ratkaisu y on (olemassa, yksikésitteinen ja) mééaritelty koko R:ssa.

5. Olkoon y:R — R edellisen tehtdvin AAT:n ratkaisu. Osoita OY-lauseen avulla, lokaalin tai globaalin,
ettd y on rajoitettu funktio, ts. on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd |y(z)| < M kaikilla z € R.

Ratk. Itse DY on separoituva, ja koska cosy = 0 <=y = %w+n7r (n € Z), niin DY:114 on triviaaliratkaisut
Yn(z) = 27+ nw Vo € R, kun n € Z. Jos yo = 27 + nx jollain n € Z, niin y = y, on vakiofunktio ja siis
rajoitettu. Muutoin on $m+nr < yo < $7+(n+1)m jollain n € Z, ja téllsin on ir+nm < y(z) < ir+(n+1)rw
Vz € R OY-lauseen mukaan; siis nytkin y on rajoitettu.

Huom. Se, ettd maksimaaliratkaisulle y: A — R on A = R, voidaan péaételld globaalia OY-lausetta kéyt-
tamatta myos siitd, ettd y:n kuvaajan tiedetddn juoksevan DY:n méirittelyalueen R? ”reunalta reunalle”
ja ettd y on rajoitettu, miké taas ndhdain lokaalin OY-lauseen avulla kuten ylla. (Vali A on muotoa ]a, b|
joillain —oo < a < b < oco. On olemassa M > 0, jolla |y(x)] < M Vz € A. Tehddan antiteesi, ettd
b < co. Valitaan piste ¢, jolla a < ¢ < b. Olkoon a = max{|c|, |b|}. Tall6in |z| < a, kun ¢ < z < b. Siis
[(z,y(x)] = /22 + y(x)? < V2 + M2, kun ¢ < z < b. Mutta |(z,y(z))| — oo, kun 2 — b—. Tamé ristiriita
osoittaa, ettd b = co. Samalla tavalla osoitetaan, ettd a = —o0.)




