Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Differentiaaliyhtalot 11
Kurssikoe 15.12.2009, ratkaisut

1. Maaraa seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu seka
anna systeemin yleinen ratkaisu:

(t) = -3z +y
y(t) = 4oz — 3y + 5.

Ratkaisu: Lasketaan kriittiset pisteet.

3xr+2y=0,4dr—-3y+5=0&x=1, y=3.

Merkitaan

Lasketaan A:n ominaisarvot ja -vektorit:

det(A—)J):‘_?’_)‘ L

A _3_)\’:()\4—3)2—4:0(:))\1:—1, Ay = —b.

Negatiiviset. Siten kriittinen piste (1,3) on asymptoottisesti stabiili.

-2 1

A= —1, (A—)\I)u:{4 9

]u:()(:)—Zul-l—ug:O(:)u:s[;],

2 1

A=-5(A—A)u= {4 )

}u:0<:>2u1+U2:0<:>u:s[_12].
Siten HS:11&4 z = Az on perusjirjestelma

(o] [ 5))

Kriittinen piste antaa alkuperdiselle EHS:lle yksittaisratkaisun z,(t) = (1,3).
Siten EHS:n yleinen ratkaisu on

2(t) = 2, (1) + zn(t) = B] +epet B] + cpe [_12} . e ER.
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2. Anna seuraavan systeemin yleinen ratkaisu:

%(t) = {_25 _12} x(t) + {_266:,51 .

Ratkaisu: Merkitaan

2 1 2
=[5 5 =4

jolloin systeemi voidaan kirjoittaa muotoon x = Ax + f (1). Ratkaistaan ensin
vastaava HS x = Ax. Matriisin A ominaisarvot ja -vektorit:

det(A—)\I):'2_)\ 1

— )2 _ ; _ _
5 _2_)\‘—)\ +1=0cAt+ti=a=0, g=1.

. 2—1 1 . 1 1 .10
A=1i, (A=—X)u = [ 5 _2_2,} u=0& 2-)utus =0 u=s {i—21 —s<[_2}—l—z {J)
Siten a = (1,—2) ja b =(0,1), ja HS:1l4 on pj.

((cost {_12} — sint [(1)] , sint {_121 + cost [(1)] ).

Etsitdin EHS: (1) yksittidisratkaisu suoralla yritteelli x(t) = e“'a, a € R?.
Silloin x(t) = —e *a ja
—efa=x=Ax+f=e"Aa+e(2,-6) Vte (A+a=Aa+a=(-2,6),
miké auki kirjoitettuna (laajettuna matriisina) antaa

301 2] _[3 1 2], [a]_[-2

-5 -1 6 -2 0 4 a4 |

Siten EHS:114 (1) on yksittaisratkaisu x, = e~ (—2,4), ja sen yleinen ratkaisu on

x(t) = x,(t)+xp(t) = 7" [_42]—1—01<wst [_12]—sint [(1)] >+62<sint {_12}+Cost H] ) c1,c2 €R.

3. Maaraa seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu:

(t)=z(x—y+1)
y(t) =yBr —y —1).
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Ratkaisu: Lasketaan kriittiset pisteet.

fl@y)=z(@—-y+1)=0
g(x,y) =yBr —y—1) =0,

josta saadaan kriittisiksi pisteiksi (0,0), (0,—1), (—1,0) ja (1,2).
Koska f,g € C'(R?), voidaan kiyttiii linearisointia ja soveltaa Poincarén lausetta:

of of
e A B R AR
’ g 9 —ou—11
e 3y 3r—2y—1
Siten
1 0

A(O’O):lo _1], det(A—/\I):‘l_)‘ 0

—\2 _1— —
; _1_)\‘_)\ 1=0& A==l

Erimerkkiset. Siten Poincarén lauseen mukaan kriittinen piste (0,0) on epéstabiili.

A0, -1) = { g 0}, det(A—AI) =

2—-A 0
-3 1

N e RS W

Positiiviset. Siten kriittinen piste (0, —1) on epéstabiili.

A(~1,0) = {_01 _14] . det(A—AT) = ’ oAb A' — (4NN =0 & A = 1, Ay = 4.

Negatiiviset. Siten kriittinen piste (—1,0) on asymptoottisesti stabiili.

A(1,2) = {é :H det(A—M\I) =

11— -1
6 —2-A

’ = N4 4 =0 o A= —1/24(1/2)iV15.

Kompleksiset, reaaliosa negatiivinen. Siten kriittinen piste (1,2) on asymptoot-
tisesti stabiili.

4. Tarkastellaan 1. kl. differentiaaliyhtaloa

y(2)?+y@)? =1 (1)
(a) Anna kaksi (1):n ratkaisua, jotka kumpikin toteuttavat alkuehdon y(mw/4) = 0.
(b) Olkoon B = B((7/4,0),1/2) = {(z,y) € R? | (z — 7/4)? + y? < 1/4}. Osoita,
ettd alueessa B kulkee vain ne kaksi antamaasi AAT:m (1), y(7/4) = 0, ratkaisua.
(¢) Onko (1):114 ratkaisua, joka toteuttaa (reuna)ehdot y(—m/4) =0 ja y(7) =07
Perustelu.



Ratkaisu: (a) Selvasti funktiot y(x) = £sin(xz+a), vakio a € R, toteuttavat DY:n
(1). Niistd funktiot y;(z) = sin(x — 7/4) ja ya2(z) = —sin(x — 7/4) toteuttavat
my0s alkuehdon y(w/4) =0.

(b) (1) méarittaéd kaksi normaalimuotoa

y'(x)=flr,y) =v1i-y@)? ja y(z)=glzy) =—-vV1-y@?> (2

Olkoon y yhtélon (1) ratkaisu. Pisteissd, joissa y(x) # £1, se toteuttaa toisen ja
vain toisen normaalimuodoista (2). Liséksi y'(x) ei voi vaihtaa merkkid kdyméatta
nollassa (jatkuvuus ja Bolzano). Siten, jos jollain valilla patee y(x) # +1, ratkaisu
y toteuttaa talla vélilld vain toisen normaalimuodoista (2).
Patee f, 0f/0y, g, 0g/0y € C(B), silla y(x) # +£1 B:ssd. Siten lokaalin OY-
lauseen mukaan alkuarvotehtavilld v’ = f(z,y), y(7/4) =0 jay’ = g(x,y), y(7/4)
0 on kummallakin yksikésitteisesti maaritty (maksimaali)ratkaisu B:ssd. Namé
ratkaisut ovat y1(z) = sin(z —7/4) ja y2(x) = —sin(x —w/4). Edella esitetyn no-
jalla ne ovat ainoat (1):n ratkaisut B:ssd, jotka toteuttavat alkuehdon y(7/4) = 0.
(c¢) Kyll& on, funktio

sin(z + 7/4), kun z < /4,

y(z) =< 1, kun 7/4 <z < 7/2, (3)
sin z, kun z > 7/2.
On helppo né&hda, ettd funktio (3) on derivoituva my0s pisteissié * = /4 ja

x =7/2 (niissd y'(x) = 0) ja toteuttaa DY:n (1) (£1 ovat tdmén ratkaisuja) seké
reunachdot y(—m/4) = y(7w) =0.

Huom. Ratkaisun liimaaminen eri paloista ratkaisuja, kuten (3):ssa, onnistuu re-
unalla y = +1, jossa OY-lause ei ole endé voimassa (lokaali OY-lause on voimassa
normaalimuodoille (2) alueessa Rx]—1,1[). Yht&lolld (1) on tuhottomasti tallaisia
paloista liimattuja ratkaisuja.

5. Tarkastellaan differentiaaliyhtalon alkuarvotehtavaa

y'(x) = f(z,y) = 2(siny + 1), y(0) =0.
Olkoon gy : I — R sen (maksimaali)ratkaisu.
(a) Osoita, ettd I = R, ts. ettd ratkaisu y on olemassa vélilld R.
(b) Osoita, ettd ratkaisu y on rajoitettu funktio.
(c) Maaraa (perustellusti) lim, oo y(z).

Ratkaisu: (a) Patee f € C(R x R), ja 0f/0y = xcosy on olemassa R x R:ssé.
Olkoon [a,b] C R. Silloin

5| = hocosy] < o] < max (fa. ) kel (2,5) € [a. 8] < R.



Globaalin OY-lauseen mukaan AAT:n (maksimaali)ratkaisu on médritelty koko
R:ssa, ts. I =R.

(b) DY:n triviaaliratkaisut saadaan yhtalostéa

siny+1=0« siny=-1<y=—-n/24+k-27m, k€ z.

Trviaaliratkaisut ovat siis yi(x) = —7/2+ k- 27w, k € z. Seké lokaali etté globaali
OY-lause on voimassa koko R?:ssa. Yksikisitteisyyspuolen mukaan AAT:n ratkaisu
y: R — R ei kohtaa suoria y = —7/2 ja y = 37/2. Koska —7/2 < y(0) < 37/2,
Bolzanon lauseen mukaan —7/2 < y(x) < 37/2 kaikilla z € R.

(c) Todistetaan, ettd Yoo = lim, o0 y(z) = 37/2. Koska y/(z) = z(siny(x)+1) >
0 kaikilla > 0, funktio y on kasvava, ja kohdan (b) mukaan ylh&alta rajoitettuna
silld on raja-arvo Yoo = lim, o y(z). Lisdksi 0 = y(0) < yoo < 37/2.

Oletetaan, ettd yo, < 3w/2. Silloin siny(x) > —1 +¢€, € > 0, kaikilla = > 0, ja
16ytyy sellainen xg, ettd z(siny(x) 4+ 1) > xe > 1 kaikilla x > xy. Siten

xT

y(x)—y(xo):/xy'(t)dt:/:t(sint—i—l)dtZ/ 1dt = x — o,

xo 0 xo

joten

y(x) = y(xo) — o+ = — 00, kun z — oo,
mikd on ristiriidassa (b)-kohdassa todistetun kanssa. Saatu ristiriita osoittaa
vaitteen todeksi.
Huom. Kohdassa (c¢) voi kiyttdd myos kurssin DY I luvussa 2 esitettyéd lemmaa.
Tehtévit 4 ja 5 arvostellaan kohdittain asteikolla: (a) 0-2, (b) 0-2 ja (c) 0-4.
Yksittaisessa tehtavassa kuuden ylittaneet pisteet syotetadn jarjestelmaan Kurki,

sen nielemisvaikeuksien vuoksi, sijoittamalla ne keinotekoisesti muihin tehtaviin.
Maksimipisteet ovat siis 4 x 6 = 24.



