DY II, syksyn 2009 luentovii(da)kkokirja

December 11, 2009

Tekstissa esiin tulevat sivunumerot seké lauseiden, méaéritelmien ja yhtédloiden numerot
viittaavat luentomonisteen numerointiin versiossa 9. lokakuuta 2008, siis siind joka on
kurssin kotisivulla. Monisteen painovirheet yritetdén oikaista téssé péiviakirjassa. Yksi
toistuva, tosin harmiton, virhe on jakoviivan puuttuminen. Esimerkiksi lukee

oM
dy
Parempi olisi, jos lukisi

oM

1 Viikko 45

Esitettiin pari alkuarvotehtavin ' = f(z,v), y(zo) = yo, ratkaisun olessaoloa ja yksikasit-
teisyyttéd koskevaa lausetta, monisteen luku 4 s. 57-64. Tehtiin pari lisdystd ja muutosta:

Definition 1.1 (Lisdys mééritelmédén 4.2). Olkoon D C R? alue. Funktio f : D — R
toteuttaa D:ssé lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan y suhteen, jos jokaista (z¢,yo) € D
kohti 16ytyy sellaiset vakiot h, k > 0, ettd K = {(x,y) € R?*||z—xo| < h, |y—vo| < k} C D
ja f on K:ssa tasaisesti Lipschitz-jatkuva y:n suhteen.

Theorem 1.2 (Lauseen 4.5 muunnos). Olkoon D C R? alue ja f olkoon siind mddritelty
funktio. Olkoon g—£ olemassa ja jatkuva D:ssd. Talloin | toteuttaa D :ssd lokaalin Lipschitz-
ehdon y:n suhteen.

Proof. Differentiaalilaskennan valiarvolause ja tieto, ettéd jatkuva funktio saavuttaa R™:n
rajoitetussa ja suljetussa (eli kompaktissa) osajoukossa maksiminsa ja miniminsd. Tésséi
erityisesti Imax, y)ex |0f/0y| < o0o.

O

Theorem 1.3 (Lokaali OY-lause). Olkoon D C E C R?, jossa D on alue. Olkoon funktio

f i+ E — R alueessa D jatkuva ja toteuttakoon se siind lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan
y suhteen. Olkoon (xg,yo) € D.
(a) Talloin on olemassa sellainen § > 0, ettd alkuarvotehtdvdlld

y(r) = flx,y(@), yl@o) =y,  (41)
on ratkaisu y : I — R vdlilli I =|xg — 6, ¢ + J].
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(b) Olkoot yy : I, — R, k = 1,2, kaksi AAT:n (4.1) ratkaisua, joiden kuvaajat kulkevat
D:ssd: (z,yr(x)) € D Vo € Iy, k=1,2. Tdlloin

yi(z) = yo(x) Vo e LN,

Proof. Globaalissa muodossa esitetty kohta (b) vaatii pienid muutoksia monisteessa es-
itettyyn todistukseen. Ne ovat seuraavat:

Vaihe 5: Olkoot yy : I, — R, k = 1,2, kaksi AAT:n (4.1) ratkaisua. Loytyy sellainen
§ >0, ettd I' =|xg — &', 20 + '[C [ N I ja jatkuvuuden perusteella (z,yx(z)) € K =
{(z,y) ||z — zo| < h,|y —yo| < k} kaikilla x € I’, k = 1,2. Tdhén ei siis suoralta kddelta
kelpaa todistuksessa aikaisemmin méaaritelty 0; jatkoarviot vaativat ettd kuvaajat pysyvét
suorakaiteessa K. Bootstrap-arviointi johtaa tulokseen ettd y;(z) = yo(z) kaikilla z € I'.

Lisdaihe 6, globaali yksikésitteisyys. Tehdaédn vastaoletus: Loytyy ellainen x € I N I,
ettd v () # ya(x). Oletetaan ettd tdméa x > xy (tapaus x < zo kisitelldén vastaavasti).
Silloin on olemassa

ry=inf{x € LN L|y(z) # y2(x), z > 0}, (4.2)

silld kyseinen joukko on epityhji ja alhaalta rajoitettu zq:lla. Koska y;(x) = y2(x) kaikilla
x € [z, 21], ja funktiot ovat jatkuvia, niin y;(z1) = y2(x1). Siten y; ja yo ovat AAT:n

v =fxy), yla) =) = ga(ny),
ratkaisuja. Koska oletuksen mukaan (x1,4;(z1)) € D, vaiheen 5 mukaan 16ytyy sellainen
§ >0, ettd yy (z) = yo(x) kaikilla z €]zg — ', zo + 0'[, miké on vastoin x;:n valintaa (4.2).
Saatu ristiriita osoittaa, etti

y1(z) = yo(x) kaikilla z € I N L.
0

Huom. Kurssissa Differentiaalilaskenta I esitetty OY-lause (Theorem 1.1) seuraa teo-
reemoista 1.2 ja 1.3 (tdmén tekstin numeroinnit).

Theorem 1.4 (OY-lauseen globaali muoto). Olkoon I C R wdli (voi olla rajoittama-
tonkin). Olkoon funktio f : I x R — R jatkuva, ja lisiksi kaikilla (kompakteilla) [a,b] C T
se olkoon suorakaiteessa |a, b] xR tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Olkoon
(x0,90) € I x R. Tdlldin alkuarvoethtivilld

y/ - f(l‘, y)? y(l’o) = Yo, (41)

on koko vdlilla I mddritelty ratkaisu y : I — R. Se on yksikdsitteisesti mdadrdtty.

Huom. 1. Lineaarinen yhtilo (tai systeemi) toteuttaa globaalin OY-lauseen ehdot, jos
sen kerroinfunktiot ovat jatkuvia kyseiselld valilla I. Téstéd seuraa lineaarisille yhtaloille
ratkaisun globaalisuus.

Huom. 2. Téssa luvussa esitetyt OY-lauseet pétevit pienin sdadoin myos differenti-
aaliyhtélosysteemeille (joita tutkitaan seuraavassa luvussa).

Esimerkki. Tarkastellaan yhtaloa




Selvisti f ja df /0y € C(R?). Enemménkin, olkoon a > 0. Silloin

0
‘a—f(x,y)’ < 3e"+a® kaikilla (7,7) € [~a,a] x R.
Y

Siten viliarvolauseen nojalla f on joukossa [—a,a] x R tasaisesti Lipschitz-jatkuva y:n
suhteen (L-vakioksi kelpaa M = 3e® + a?). Koska tdmé pitee kaikilla a > 0, niin (1)
toteuttaa globaalin OY-lauseen ehdot alueessa R? = R x R (siis I = R). Jos (¢, %) € R?,
kyseisen lauseen mukaan AAT:1& (1), y(xg) = yo, on koko R:ssd médritelty ratkaisu
y : R — R. Siis (1):n kaikki ratkaisut on médritelty koko R:ssé.

2 Viikko 46

Vietiin loppuun teoreemojen 1.3 ja 1.4 todistukset.

Teoreeman 1.4 todistus. Tarvitsee muuttaa vain vdhén teoreeman 1.3 todistusta. Vai-
heeseen 1 ei tule muutoksia.
Vaihe 2: Suorakaitecksi voidaan valita

K=[a,bxRcCIxR.

Picardin approksimaatiot y,, mééritellddn vélilld [a, b]. Koska K on y:n suhteen rajoittam-
aton, pétee itsestddn ettd (x,y,(r)) € K kaikilla x € [a,b] jan € N.

Vaihe 3: Arviossa (4.4) (monisteen numero) || f|| korvataan luvulla max,cjqp | f (2, y0)| <
oo. Lisédksi 0 korvataan vakiossa a,,, ja jatkossa aina kun esiintyy, luvulla b — a. Muuten
vaihe 3 ja loputkin séilyvét ennallaan. Siten AAT:114 (4.1) on ratkaisu y : [a, b] — R.

Olkoon sitten [a;,b;] C I, 1= 1,2, ..., kasvava jono vileji, joille pitee

1= U [ai, bz]
i=1
Alkuosan perusteella AAT:114 (4.1) on ratkaisut y; : [a;, b;] — R. Yksikésitteisyyden no-
jalla (teoreema 1.3 (b)) pétee y;(x) = y;(x) kaikilla z € [a;,b;] ja ¢ > j. Voidaan siis
madritelld funktio y : I — R hyvin asettamalla

y(x) = y;(x) aina, kun z € [a;, b;].

Silloin y on derivoituva ja selvésti toteuttaa DY:n ¢ = f(z,y) kaikissa pisteissia z € I (y
on jossain x:n ympéristossi jokin y;). Luonnollisesti myos alkuehto y(zg) = yo toteutuu.
On siis muodostettu AAT:n (4.1) globaali ratkaisu.

O

Monisteen luvuista 5 ja 6, Systeemit ja Lineaariset systeemit, késiteltiin vain joitakin
sivuja (65 ja 73-74). Systeemeihin johdattava esimerkki, jossa sovelletaan nk. eliminoin-
tikeinoa:

Kahden siilion sekoitusongelma. Olkoot 24 litraa vetéavéit sailiot A ja B tdynné suolavetté,
ja olkoot niiden véliset virtaukset seké virtaukset systeemisté pois ja sisddn seuraavat:
S&ilioon A virtaa systeemin ulkopuolelta nopeudella 6 1/min suolavetti, jonka pitoisuus
on a g/l. A:sta B:hen linosta virtaa nopeudella 81/min ja B:std A:han takaisin nopeudella



2]/min. Lisdksi B:stéd virtaa systeemin ulkopuolelle liusta nopeudella 6 1/min (siten liuos-
méarit pysyvét vakioina). Jokaisessa vaiheessa suola sekoittuu téydellisesti. Tarkastellaan
suolan méérid (grammoina) A:ssa ja B:ssd ajan ¢ funktioina x(t) ja y(t). Alkuhetkelld ¢t = 0
médrit olkoot x(0) = xo ja y(0) = yo (grammaa).
Funktio z(t) muutosnopeus eli derivaatta on (ei vilitetd yksikostd g/min)
zt) Ly

i(t) = 6a — 8L + 227
x(t) = 6a 824+ 91

Vastaavasti funktion y(¢) muutosnopeus on

: x(t)  y) .yt

t) = —2 — .
) =850 — 250 5%
Saadaan 1. kl. differentiaaliyhtaloryhma

() = —%x(t) + 1—12y(t) +6a  (la)
0 = 30 = 5000 (1)

Se on lineaarinen. Alkuehto on

(0) =z Ja y(0)=wo.  (2)
Ratkaistaan AAT (1) ja (2) kédyttéden nk. eliminointikeinoa (tee itsellesi selviksi sen
logiikka):
Derivoidaan (1a) ja sijoitetaan saatuun yhtaloon (1b):
" 1. 1. . 1
m——gx—l—ﬁy——ga:—l——x——y. (3)

Yhtalostd (la) saadaan y = 124 + 4z — 72a. Sijoitetaan tdméa yhtéloon (3), jolloin y
eliminoituu pois, ja saadaan

P S | . 1 5 125 + 84 _ o4 4
x——gx—i—%x—gx—gx—k a < 123 4 8% + v = 24a, (4)
2.kl. lineaarinen, vakiokertoiminen DY. Vastaava HY: 12% 4+ 8% + x = 0, sen kar. yht.
1272 +8 +1 =0 r, = —1/6, r, = —1/2. Siten HY:n perusjiirjestelmé (pj.) on

(e7'/2,e7"/5). Yhtalolla (4) on selvésti yksittdisratkaisu x,(f) = 24a. Siten sen yleinen
ratkaisu on

z(t) = 24a + c1e 2 4 c0e8 ) ¢ ey € R,

jonka derivaatta (tulevaa varten) on @(t) = —(c;/2)e"/? — (cy/6)e /5.
Kun z(t) on nyt saatu, funktio y(t) pitdd ratkaista yhtalostd (la), ei esimerkiksi
yhtélostd (1b). Saadaan

y(t) = 124 + 4o — 72a = 24a — 2cre™"? + 2ce71/S.

Erityisesti systeemilld (1) on vakioratkaisu x = y = 24a, joka on stabiili tila, kuten
tulemme myochemmin nimedméin. Huomaa, ettd kaikki ratkaisut ajan myoté lahestyvit
taté stabiilia tilaa.



Alkuehto (2): zg = z(0) = 24a+ ¢1 + 2 ja yo = y(0) = 24a — 2¢; + 2¢9, joista saadaan
c1 = (1/4)(2zo — yo — 24a) ja ca = (1/4)(2x9 + yo — 72a). Siten AAT:n (1) ja (2) ratkaisu
on

1 —t/2 1 —t/6
x(t) = 24a + Z(?xo — Yo — 24a)e " + 1(2% +yo — 72a)e” """ — 24a, t — oo,
1 1
y(t) = 24a — 5(2:50 —yo — 24a)e™/? ¢ 5(2:50 + 10 — 72a)e™% — 24a, t — co.
Siten suolapitoisuuksille patee

x(t)
24

t
—a (g/l) ja pgzwea, kun ¢t — oc.

pat) = 24

3 Viikko 47

Huom. Harjoituksen 3 tehtédvadn 5 tehtiin 17.11. pieni muutos: matriisi kerrottiin -1:114.

Kasiteltiin skalaariyhtéalon palauttaminen 1. kl. mormaalimuotoiseksi systeemiksi s.
66-67: Kertalukua n oleva (normaalimuotoinen) DY

y" = f(z,y,9, - .y V)

palautuu sijoituksella

ya(z) =y ()
yhtépitdavaksi 1. kl. normaalimuotoiseksi systeemiksi

(11(2) = ()
Yo(x) = ys(x)

Yp—1(7) = yn()
n(2) = f(2, 91,92, Yn)

Erityisesti, jos skalaariyhtéloé on lineaarinen,

Y+ an()y" Y 4+ as()y + an(2)y = b(x),

niin systeemin () viimeinen yhtélé kuuluu

yn(@) = =Y an(@)yn(@) + b(x).

Siten lineaarinen yhtélé palautuu lineaariseksi systeemiksi. Jos merkitdéan z(z) = (yi(z),
s yn(z)) € R", £(2) = (0,---,0,b(x)) € R" ja



[0 1 0 0 ]
0 0 1 .. 0
Alz) = : : : : € RV,
0 0 0 - 1
| —ai(z) —ax(z) —az(x) -+ —an(x)

niin saatu lineaarinen systeemi voidaan kirjoittaa

z'(x) = A(x)z(z) + f(z).
Kasiteltiin lineaarisen homogeenisysteemin (HS) perusteoria s. 74-78:

Definition 3.1 (Mééritelmi 6.3). Olkoot A(t) € R™", x(t) € R"™. Jono (x1(t),- -+ ,%,(t))
vektorifunktioita xj(t) = (z14(t), -, z,x(t)) € R" on homogeenisysteemin

x(t) = A(t)x(t) (6.3)
perusjdarjestelmd (pj.) vélilla I C R, jos
(1) funktiot xx(t) ovat systeemin (6.3) ratkaisuja valilla I,
(2) jokainen (6.3):n ratkaisu x(¢) vlilla I voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

x(t) = e1x1(t) + -+ enxp(t) kaikillat € I, ¢ e R,1 <k <n. (6.4)

Vektorifunktiot x;(t) € R", 1 < k < n, méirittelevit matriisifunktion

z11(t) - w1a(t)
X(t)=[a) - x®] =] .
Toa(t) - Tpa(t)
Jos merkitdén ¢ = (¢1,- -+, ¢,) € R™, vektoriyhtdlo (6.4) voidaan kirjoittaa matriisimuo-

dossa x(t) = X (t)c. Jos (xi(t),--- ,%,(t)) on HS: perusjérjestelms, matriisia X (¢) kut-
sutaan HS:n perusmatriisiksi.

Theorem 3.2 (Lause 6.A). Jos A(t) on jatkuva vdlilld I C R, homogeenisysteemilld (6.3)
on perusjdrjestelmd valilla 1.

Proof. Samoin kuin kurssin DY I vastaava lause 3.A. O

Definition 3.3 (Mééritelméa 6.4). Vektoriarvoisten funktioiden x(¢) € R", 1 < k < n,
Wronskin determinantti pisteessa t on

z11(t) o w1a(t)
Wi(xy1, - ,%x,)(t) =det X(t) =| Do
Toa(t) -+ Tpn(t)

Theorem 3.4 (Lause 6.6). Olkoot A(t) € R™*" ja x(t) € R™. Vektorifunktiot x;(t) € R™,

1 < k < n, muodostavat HS:n (6.3) perusjdrjestelmdn valilla I tasan silloin, kun ne
toteuttavat seuraavat ehdot:

(1) funktiot xx(t) ovat HS:n (6.3) ratkaisuja valilld I,
(2) W(x1, -+ ,Xn)(to) #0 jollakin ty € 1.
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Proof. Samoin kuin kurssin DY I lause 3.6 (kts. luentopéivékirja). O

Corollary 3.5. Olkoot vektorifunktiot xx(t), 1 < k <n, HS:n (6.3) ratkaisuja valilld 1.
Silloin pdtee joko

Wi(xy, -+ ,%,)(t) #0  kaikillat € I (kun (X1, ,X,) on pj.) tai

W(x1, -+ ,x,)(t) =0 kaikilla t € I (kun (x1,---,x,) €i ole pj.).

Vakiokertoimisista homogeenisysteemeisté ehdittiin késitella luvun 6.3 sivut 79- 80.
Merkintd 0 = (0,0,---,0) € R™. Samalla ruvettiin tutkimaan intuitiivisesti, onko HS:n
vakioratkaisu x(¢) = 0 stabiili vai epéstabiili tasapainotila (a stable or unstable equilib-
rium solution).

Esimerkki. Ratkaistaan seuraava vakiokertoiminen homogeenisysteemi eliminointikeinolla:

x(t) = dx(t) — 42(¢) (la)
y(t) = 4y(t) — 22(t) (1)
2(t) = —2x(t) — 4y(t) + 4z(t). (1c)

Korvaten derivaatat g ja Z yhtdloiden (1b) ja (1c¢) mukaisesti derivoimalla saadaan

(la) = & = 44 — 45 = 4i + 82 + 16y — 162 < i — 43 — 8z = 16y — 162,  (2)

(2) = 2® — 43 — 84 = 16y — 162 = 62y — 322 + 32z + 64y — 642
& ® — 45 — 8& — 32z = 128y — 962.

Systeemi (1) ratkaistaan sen kanssa yhtdapitdvdsta systeemisti (1a), (2), (3), johon on
paddytty derivoimalla yhtdlod (1a)! Ratkaistaan ensin y ja z parista (1a), (2):
4z = —% + 4z (la)
16y — 162 = i — 43 — 8z (2)

Saadaan

1 1
y:1—6(i—8x'+8x), z:—zlx'+x. (4)

Sijoitetaan ndmé yhtéloon (3), jolloin z:lle saadaan 3. kl. vakiokertoiminen HY

23 45 — 85 — 322 = 8i — 64 + 641 + 244 — 96
= 2@ — 127 + 324 = 0.

Sen karakteristinen yhtilo on

=121+ 32r =r(r? —12r +32) =0 1, =0, 1, =4, 13 = 8.

Siten (5):n yleinen ratkaisu on (huomaa, ettd e™* = 1)
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at 8t
x(t) = c1 + €™ + €™, c1,09,03 € R

Funktiot y ja z saadaan sitten (4):sté:

1 1 1
y(t) = 561 — §C2€4t + 5036&,

2(t) = ¢; — cze™.

Siten systeemin (1) yleinen ratkaisu on

(1) 2 2 9
y(t) =c |1 + C2e4t 1| + C3€8t 11, c,c,c3€R (6)
z(t) 2 0 —9

Systeemilld (1) on vakioratkaisu z(t) = y(t) = z(t) = 0 (vastaten parametreja ¢; =
co = c3 = 0). Kaikilla ¢y, ¢2, c3 € R, joilla ¢y # 0 tai c3 # 0, selvésti pitee

1z (t), y(@), 2 ()l = Va(t)? +y(t)? + 2()2 — 00, kunt — oo,

siis ratkaisu loittonee O:sta. Sanotaan, ettd tasapainotila z(t) = y(t) = 2(t) = 0 on
epdastabiili.
Definition 3.6. Vektorien uy,--- ,u; € R" tai € C", k < n, jono on vapaa eli vektorit

ovat lineaarisesti risppumattomia, jos vektoriyhtalolla

on vain triviaaliratkaisu ¢; = --- = ¢, = 0.
Theorem 3.7 (Lause 6.12). Jos matriisin A € R™™ ominaisarvot Ay, --- , Ay € R™ tai
€ C", k < n, ovat erilliset, niitd vastaavat ominaisvektorit uy,--- ,ux € R™ tai € C" ovat

lineaarisesti riippumattomia.

Proof. Todistus induktiolla k:n suhteen. Jos £ = 1, asia on sevé, silld ominaisvektorina
u; # 0 ja siten cju; = 0 = ¢; = 0. Oletetaan, ettéd viite pétee jollakin k& < n. Indeksini
olkoon siis k + 1: Tarkastellaan vektoriyht&loa

k+1
Z ciu; = 0. (1)
i=1
Koska u;:t ovat ominaisarvoihin \; liittyvid omimaisvektoreita, kertomalla (1) matriisilla
A saadaan
k+1 k+1
0= Z ciAuZ- = Z )\iciui. (2)
i=1 i=1
Kertomalla (1) luvulla —A;1; ja laskemalla (2):n kanssa yhteen saadaan

k

Z(Ai — Apy1)ciu; = 0, (3)

=1



joten induktio-oletuksen mukaan (A\; — Ax11)c; = 0 kaikilla 1 <4 < k. Koska ominaisarvot
ovat erilliset, ts. A\; # A\py1 kaikilla 1 < ¢ < Kk, niin pétee ¢; = 0 kaikilla 1 < 7 < k.
Sijoitetaan ndmé arvot yhtdloon (1), jolloin saadaan cxiiugy; = 0 = cxr; = 0. Siten
(1):114 on vain triviaaliratkaisu ¢; = - - - = ¢x41 = 0, ja induktiotodistus on valmis. O

4 Viikko 48

Huom. Kurssikokeeseen 15.12. saa ottaa mukaan yhden liuskan (A4-kokoisen) "luntti-
lapun”, mieleisensé tiivistelman kurssin keskeisistd asioista. Sama koskee tulevia eril-
liskokeita niin DY I:ssé kuin II:ssa, jotka allekirjoittanut laatii.

Lasse Lamberg

Kasiteltiin vakiokertoimiset homogeenisysteemit loppuun, s. 81-85. Luentojen sivulla
84 on harmillisia painovirheitéd, jotka tekevét lauseet mielettomiksi. Melko lopussa en-
simméistd kappaletta pitdisi lukea: Havaitaan edelleen, ettd Au = Au jos ja vain jos
Au* = A\*u*. Siis jos u on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, niin u* vastaa omi-
naisarvoa A*. Pienid muutoksia sivujen 84-85 tarkasteluihin:

Saadaan homogeenisysteemin x = Ax kompleksiarvoiset ratkaisut

wi(t) = My = e ((acos Bt — bsin ft) + i(asin 5t + b cos 3t)),
w(t) = 'y = e ((acos Bt — bsin Bt) — i(asin 8t + b cos ),

joista superpositioperiaatetta soveltaen saadaan reaaliratkaisut

x1(t) = %(wl(t) + wy(t)) = e*(acos Bt — bsin 3t), n
Xa(t) = ! —(w1(t) — wa(t)) = e*(asin Bt + b cos (t).

27

Theorem 4.1 (Lause 6.16-17). Olkoon matriisilla A € R™"™ ominaisarvot \y = « + i3
ja da = a—if € C, B # 0, ja olkoot niitd vastaavat ominaisvektorit u; = a + ib sekd
uy = a—ib € C". Tdlloin homogeenisysteemilld x(t) = Ax(t) on reaaliratkaisut (1).
Olkoot lisiksi muiden ominaisarvojen ja -vektorien mdadrittelemdt ratkaisut xi(t), k > 2.
Tdalloin vectorit x(0), k > 1, ovat lineaarisesti riippumattomia.

Proof. Edelld jo selvisi, ettd funktiot (1) ovat HS:n reaaliratkaisuja. Todistetaan vield
riippumattomuus. Tarkastellaan lineaarikombinaatiota

1
c1%1(0) + cox2(0) + Z kX (0 01 —ico)wy(0) + = 5 (c1 + ica)wa(0) + Z kX (0

k>2 k>2

Lauseen 6.12 mukaan pétee ¢ —ico = ¢1 +ico = 0 < ¢; = ¢ = 0. Vastaavasti ¢, = 0
kaikilla k& > 0. O

Kasiteltiin epdhomogeeniset lineaariset systeemit s. 86-87. Pari pienté lisdystéd: Lin-
eaarinen epdhomogeenisysteemi (EHS) kuuluu

x(t) = Ax(t) + £(1), (6.8)
jossa A(t) € R™" ja x(t), f(t) € R™. Vastaava HS on x(t) = Ax(¢).
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Theorem 4.2 (Lause 6.B). Olkoon x,(t) EHS:n (6.8) yksittiiratkaisu, ja olkoon vas-
taavan HS:n perusjirjestelma xi(t), 1 < k < n. Tdlloin EHS:n (6.8) yleinen ratkaisu
on

\E

X(t) - Xp(t) + Cka(t), Cl," " ,Cp € Ra
k=1

siis EHS:n yksittdsratkaisu+HS:n yleinen ratkaisu.
Proof. Samoin kuin kurssin DY I lause 1.2.1. O]

EHS:n yksittaisratkaisu voidaan etsid, paitsi variointikeinolla, myos suoralla yritteell4,
miké on kevyempi toteuttaa varsinkin, jos A € R™™" on vakiomatriisi. Tarkastellaan asiaa
muutaman esimerkin valossa.

Esimerkki. Ratkaistaan EHS

1 -2 2 -9 —9t
x(t) = Ax(t) + £(t), A= |-2 1 2|, f)=tg=¢t| 0 |=| 0 |. (1
2 2 1 —18 —18t

Vastaava HS x(t) = Ax(t) ensin. Se on jo ratkaistu esimerkissd 6.15, ja sen yleiseksi
ratkaisuksi saatiin

1 —1 —1
xp(t) =c1e® |0 +coe® | 1| +e3e™ | 1|, c1,c2,c5 ER.
1 0 1

EHS:n (1) yksittéaisratkaisu: Koska f(¢) koostuu 1. asteen polynomeista, sopiva suoran
yritteen muoto on

X(t) :ta—l—b7 a—= (al,ag,CLg), b= (bl,bg,bg) €R37
jolloin %(t) = a, Ax(t) = tAa + Ab ja saadaan (lineaarinen 6 x 6 yht&loryhma)

) 1
(1) a=tAa+ Ab+tg kaikilat< Aa=—-g, Ab=a<a= (2|, b= |0
4 2

Siten systeemilld (1) on yksittdisratkaisu

x,(t) =ta+b =t

= DN Ot

1
+10{,
2

ja sen yleinen ratkaisu on x(t) = x,(t) + x5(t).
Esimerkki. Muuten sama kuin edellinen, mutta

sint 0 0 1
f(t) = t =t |1+ |0| +sint |0
1 0 1 0
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Superpositioperiaatteen mukaan sopiva yritteen muoto on

x(t) =ta+b+csint +dcost, a,b,c,de R

Vastaavasti, jos

t? 1 0 0
fit)= e | =t [0| +e " |0] +e' [1],
et 0 1 0

sopiva yritteen muoto on

x(t) =t’a+tb+c+e'd+e'h, ab,c,d hecR>

Esimerkki. Ratkaistaan seuraava systeemi varioimiskeinolla,

() = Ax(t) + £(1), A:[_Oz ﬂ £(t) = ¢ m (1)

Ensin vastaava HS x = Ax. Ominaisarvot:

—-A 1

det(A — \I) = ‘_2 3.\

‘:/\2—3>\+2:0<:>)\1:1, Ay = 2.

Vastaaviksi ominaisvektoreiksi saadaan u; = [1 1]7 ja uy = [1 2] € R2. Siten systeemin
perusmatriisi ja sen kddnteismatriisi ovat

et 2t 3 1 92t _ 2t et _et
X(t) - Lt 26215} ) X(t) b= det X |:_€t et } - {—e_% €—2t:| )

missa on sovellettu muistamisen arvoista sdannollisen 2 x 2-matriisin kaantosaantoa

a b L1 [d b
B_[c d]_>B _detB[—c a]'

/ X () (1) dt {_ﬁdf dt} — [62’2} ,

ja systeemilld (1) on siis yksittéisratkaisu

%, (1) = X(1) / X (0 (t) dt — {ZZ ;;t] [2_’1} _ 1! H et H .

Siten

(&

Systeemin (1) yleinen ratkaisu on

x(t) = 2te’ E] +é [;] + cpét [ﬂ + coe?t E} , C1,c € R,

Huom. Suora yrite x(t) = e'a, jossa a € R?, ei olisi toiminut. Syy: HS:1l4 on muotoa
erMtuy = e![1 1]7 oleva ratkaisu.
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5 Viikko 49

Kasiteltiin autonomisia systeemejé tasossa, s.67-71. Riippukoot systeemin méaérittelevit,
annetut funktiot f ja g vain x:std ja y:sté, el vapaasta muuttujasta t: f = f(z,y), g =
(x,y). Autonomisen systeemin (AS) normaalimuoto tasossa on

2(t) = f(x(t), y(t))

i) = gla(y) O

Siten systeemissd (5.5) el esiinny eksplisiittisesti vapaata muuttujaa ¢. Systeemin (5.5)
radoille zy-faasiavaruudessa saadaan viélittomésti skalaarinen 1. kl. DY

vy glx,y)

Y@ =5 =200 66)

(
silld aina, kun #(¢) # 0, niin on olemassa (paikallinen) kéénteisfunktio t(x) ja t'(z) =
(x

1/&(t). Siten y(z) = y(t(z)) ja y'(x) = g(t)t'(x) = §(t) /(1)

Definition 5.1. Olkoon zy = (zg,yy) € R? autonomisen systeemin (5.5) kriittinen piste:
f(zo,y0) = g(zo,y0) = 0. Se on stabiili, jos jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen
d > 0, ettd systeemin ratkaisulle z(t) = (x(t),y(t)) pétee

l2(t) — 2ol = (((t) — x0)® + (y(t) —90)*)"/* < ¢ kaikilla t >0

aina, kun [|z(0) — zg|| < 0 (siis ratkaisu pysyy lidhell4, jos alkuarvo on ldhelld).
Jos zg = (xg, o) on stabiili, ja lisdksi on olemassa sellainen n > 0, ettd ratkaisulle

2(t) = (x(t),y(t)) pitee

tlim z(t) =z & tlim z(t) = xg ja tlim y(t) = vo
aina, kun [|z(0) — zo|| < 7, niin kriittinen piste zo on asymptoottisesti stabiili. Muissa
tapauksissa kriittinen piste zo on epdstabiili.

Huom. Edella méaritelty stabiilisuus on téysin lokaali késite.

Olkoon zg = (g, yo) AS:n (5.5) kriittinen piste. Silloin muunnoksella

u(t) = z(t) —zo ja v(t) =y(t) — yo

padstadn tilanteeseen, jossa

i=i=f(r,y) = flu+z0,v+y0) = flu,v)
0 =9 =g(z,y) = g(u+z0,v + %) = §(u,v)

ja f(0,0) = §(0,0) = 0. Muunnos siis siirtéé kriittisen pisteen origoon, ja selviistikin
kriittisen pisteen laatu sdilyy muunnoksessa. Siten on riittda tutkia systeemié (5.5), jossa
f(0,0) = g(0,0) = 0, ja sen kriittista pistettd 0 = (0,0).
Monisteen esimerkkiin 5.7 liittyen tekee mieli ottaa esiin muutama seikka: Ratojen DY
n (5.6):n mukaan suoraan
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, y o oxr—2
r)=— = 3
yie)===— ;
joka separoituvana on helppo ratkaista. Saadaan ympyroitd. Seuraavien seikkojen osoit-
taminen, vaikka opiskelijaryhmissé, kiy hyvistd (vaativahkosta) harjoituksesta:

1) Esimerkin systeemin ratkaisut ovat olemassa koko R:ssd. Ohje: Reunalta reunalle-
lause.

2) Kun 0 < ¢ < 4, ratkaisut ovat jaksollisia. Ohje: Napakoordinaattien kulma 6(t).
Koska rata ei sisL1l4 kriittisid pisteité, niin 8(¢) # 0 kaikilla ¢. Siis 6(t) on yhdenmerkkinen
(< 0), ja siten #(t) on aidosti monotooninen eiké ole lauseen 5.9 perusteella rajoitettu
funktio. Siten jollakin o > 0 pétee z(a) = z(0). Lauseen 5.5 mukaan myos z(t + «)
on systeemin ratkaisu. Koska taméi ja z(t) toteuttavat saman alkuehdon, OY-lauseen
perusteella z(t) = z(t + «) kaikilla t.

3) Kun ¢y > 4jay(0) # 2, niin 2, = limy o 2(t) = 2—+/co — 4 ja yoo = 2. Siis ratkaisu
lahestyy kriittistd pistettd. Ohje: Vain ldhestyy, ei kohtaa sitd koskaan, miké seuraa OY-
lauseesta (kriittinen piste on vakioratkaisu). Muuten sama logiikka kuin kohdassa 2, mutta
funktio 6(t) on radalla olevan kriittisen pisteen vuoksi rajoitettu. Siten raja-arvot 0., Too
ja Yoo ovat olemassa. Lopuksi sovelletaan lausetta 5.9 ja virtaussuuntia.

Lineaarisen autonomisen systeemin yleinen muoto tasossa on

z(t) = Az(t) + £, z=(z,y), (1)

jossa

A= [CCL Z] eR*? ja f=(f,f)

ovat vakioita. Edelld esitetylld muunnoksella paédstddan homogeenisysteemiin

a(t) = Az(t),  (2)
jossa erityisesti matriisi sdilyy samana (ja tarkasteltavana on kriittinen piste 0).

Huom. Jos det A # 0, systeemilld (1) on tasan yksi kriittinen piste. Jos det A = 0,
niitd on oo-monta tai ei yhtéaan.

Esimerkki. Tarkastellaan lineaarista autonomista systeemié

@(t) = =dx(t) +2y(t) + 1
y(t) = =(t) —4y(t) + 7.

Kriittinen piste on (zg,y0) = (1,2) (joka saadaan yhtdloparista —bx + 2y + 1 = = —
4y + 7 = 0). Matriisi on siis

(1)

Sen ominaisarvot:

5—A 2

det(A—)\I):’_ 1 4

‘:)\2+9)\+18:0<:>>\1:—3, Ay = —6.
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Lasketaan hieman turhaan my6s ominaisvektorit: A = —3,

oame=[2 2] ] omuns )]

Kun A = —6, saadaan vastaavasti u = s[—2 1]7. Siten systeemin (1) yleinen ratkaisu on
(kriittinen piste antaa EHS:n yksittédisratkaisun)

O R R

Siis (1):n kriittinen piste (1,2) on asymptoottisesti stabiili. Ominaisarvojen etumerkit
ratkaisevat!

Radat saadaan helpoimmin eliminoimalla yleisesté ratkaisusta ¢ pois (kun nyt systeemi
on osattu ratkaista). Merkitdéin s = e~*. Yleisesti ratkaisusta saadaan

T=cs—208" + 1, y=c15+cps” +2= 15 = (1/3) (v + 2y — 5), s> = (1/9¢})(w + 2y — 5)?
= (1/3)(x +2y — 5) + (c2/9¢})(x + 2y = 5)* & —x +y — 1 =c(z + 2y — 5)%, ¢ =cy/3c] € R.

Esimerkki. Tarkastellaan lineaarista autonomista systeemié

T =1y

(1)

y = —4x.

Matriisi on A = [_0 4 0] ja kriittinen piste on 0. Ominaisarvot:

-2 1

det(A — ) = ’_4 )y

‘:)\2+4:0(:>)\:j:2@'.

Siten @ = 0 ja § = 2. Ominaisvektorit (taas hiukan turhaan): A\ = 24,

(A—Al)u = {__%f _122} {Zj =0& 2iutuy =0 u=s {‘27} = s( lg} +i {_01} )

Siten a = [0 2|7 ja b = [—1 0]7, ja systeemilld (1) on pj.

(z1,22) = (cos 2t m + sin 2t H . sin 2t B} — cos 2t H )

ja yleinen ratkaisu z(t) = ¢121(t) + c2zo(1).
Alkuehto z(0) = zg ja y(0) = yo antaa ¢; = (1/2)yo ja ca = —x. Siten pétee

0 1
(01 <l + kel < Gl + o) (| 3] |+ o] | ) = 3¢ct/2nl +
Siten ||z(t)|| pysyy pienené, jos ||z(0)|| on pieni, ja kriittinen piste 0 on siis stabiili (muttei

asymptoottisesti stabiili).
Esimerkkien valossa on kidynyt selviksi seuraava perustulos:
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Theorem 5.2 (Lause 5.A, lineaarisen autonomisen systeemin stabiilisuus). Lineaarisen
autonomisen systeemin

a(t) = Az(l), z=(x,y), A= [Z Z} eR>2 (1)

kriittisen pisteen O laatu mddrdytyy matriisin A ominaisarvoista seuraavasti:

ominaisarvot kriittisen pisteen 0 laatu
posititviset epastabiili
negatitviset asymptoottisesti stabiili
erimerkkiset epastabiili (nk. satulapiste)
nolla ja posititvinen epastabiilt
nolla ja negatiivinen stabiili

kompleksiset ominaisarvot :

reaaliosa positiivinen epastabiily
reaaliosa negatiivinen asymptoottisesti stabiili
reaaliosa nolla stabiili (keskus).

Jos lisiksi det A # 0, niin 0 on systeemin (1) ainoa kriittinen piste. Jos det A = 0, kriit-
tisid pisteitd on oco-monta, ja nitden laatu on sama kuin kriittisen pisteen O eli saadaan
ylli olevasta taulukosta.

Palataan takaisin yleiseen, epélineaariseen autonomiseen systeemiin (5.5) tasossa. Olete-
taan, ettd origo on kriittinen piste ja funktiot f(z,y) seké g(z,y) ovat jatkuvasti derivoitu-
via jossain sen ympéristossd. Talloin systeemin [inearisointi origossa on lineaarinen au-
tonominen systeemi

a(t) = Az(t), 2(t) = (2(t),y(t)),  (5.7a)

jossa

€ R?, (5.7b)

e a b B 3f{(9(;70) 9£(0,0)
c d

9y
99(0,0)  99(0,0)
ox oy
siis kuvauksen (f, g) : R* — R? derivaatta(matriisi) pisteessi (z,y) = (0,0).
Otetaan apukeinoja lineaarialgebrasta: Matriisi B € R?*? midrittelee nelidmuodon
N :R? - R,

N(z,y) = e ylBlr y]", (z,y) eR%  (5.8)
Matriisi B on positiivisesti (negatiivisesti) definiitti, jos N(z,y) > 0 (N(z,y) < 0) kaikilla
(z,y) € R?\ {0}. Symmetrinen, positiivisesti definiitti matriisi B méérittelee (elliptisen)
normin R%:ssa yhtalolli
Iz, )5 = N(z,y) = [z y|Blz y]", (v,9) €R®.  (5.9)

Se on ekvivalentti tavallisen Euklidisen normin kanssa. Erityisesti pisteiden (z,y) jonolle
patee
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Lemma 5.3. Jos matriisin A € R? ominaisarvot ovat erit ja negatiiviset (positiiviset),
on olemassa sellainen symmetrinen, posiitisesti definiitti matriisi B € R?, ettd matriisi
BA on negatiivisesti (positiivisesti) defingitti.

Proof. Olkoot Au = —A\ju, Aw = —X\ow, jossa A\j, A2 > 0, u = (ug,uz), v = (—ug,uy),
w = (w1, ws) ja ||ul| = [|v]| = ||w]| = 1. Silloin
w =cosfu+sinfv jollakin € R.

Koska u ja w ovat lauseen 6.12 mukaan lineaarisesti riippumattomia, niin erityisesti pétee
sinf # 0.
Maéritellddn jokaisella » > 0 matriisi

B— [Ul —Uz} [1 0] {Ul U2] c R2*2. (1)
Uy Up 0 r||—ux wuy
Silloin Bu = u, Bv = rv, ja B on symmetrinen, positiivisesti definiitti matriisi (sym-
metrinen ja ominaisarvot positiiviset).
Tarkastellaan matriisia BA ja sen méérittelemén neliomuodon arvoja pisteissa (z,y) €
R? \ {0}. Tyyppid (z,y) = cu olevat pisteet toteuttavat vaatimuksemme heti: silloin

[z y]|BA[z y]T = —A\1c® < 0. Koska muoto on nelisllinen, loput voidaan tarkoitustamme
ajatellen normittaa muotoon

(x,y) =cu+w=(c+cosh)u+sinfv (ceR). (2)
Muotoa (2) oleville pisteille patee

Alz Z/]T = —Acu— Aw = —(Ajc+ Aycosf)u — Agsinfv

ja edelleen

[z y|BA[z y]" = [z y]B( — (Aic+ Ascosf)u — Aosindv) = ((c+ cosf)u+sinfv)-
(= (Mic+ Agcosf)u—rrysindv) = —(c+ cosd)(Ac+ Ay cos ) — rAysin® 6
= p(c) — rAysin? 6,

jossa p(c) on 2. asteen polynomi. Sen globaali maksimi on

A+ A A — Ao)?
<— L QCOSQ)IMCOSQQ.
2\

max p(c) = p ve
Valitaan sellainen r > 0, ettd (huomaa, ettd sin 6 # 0)

ceR

) (A1 — A2)? cos? 0
I?E%Rxp(c) —r)ysin’f <0 &1 > Dy snZo

Silloin [z y]|BA[z y]* < 0 kaikilla (z,y) € R?\ {0}. O
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Huom. Lemman oletuksilla A on negatiivisesti (positiivisesti) definiitti tasan silloin,
kun

AN Ny - cos® 6
()\1 — )\2)2 sin2 9’

siis symmetrisen matriisin tapauksessa aina, silla silloin cosd = 0 (ominaisvektorit ko-
htisuorassa).

Theorem 5.4 (Poincarén stabiilisuuslause). Oletetaan, ettd autonomisessa systeemissd
(5.5) origo on kriittinen piste ja funktiot f(x,y) seki g(x,y) ovat jatkuvasti derivoitu-
via jossain sen ympdristossd. Olkoot A\i ja Ae systeemin linearisoinnin (5.7) matriisin
A € R**? ominaisarvot. Oletetaan lisiksi, etti det A # 0. Tdlloin systeemin (5.5) kriit-
tisen pisteen O laatu on sama kuin linearisoinnissa (5.7) poikkeuksena yksi tapaus: Jos
ja Ay ovat puhtaasti imaginaarisia, systeemin (5.5) stabiilisuuden laatua ei voi pddtelld
linearisoinnista (5.7).

Proof. Viittaamme kirjaan D.W. Jordan and P. Smith: Nonlinear Ordinary Differential
Equations, 2nd ed., Clarendon Press, Oxford 1987, Chapter 10.

Malliksi todistamme kuitenkin tapauksista sen, jossa A; ja Ay ovat erit ja negatiiviset.
Koska f(0,0) = g(0,0) = 0, differentiaalikehitelmé saa muodon

fl@ y)} m {hol(h)}
’ =A + , 1
[g(ﬂf,y) Y hoy(h) 1)
jossa A on linearisoinnin matriisi ja 0(h), 0o(h) — 0, kun h = /2% + y? = ||(z,y)|| — 0.
Olkoon B lemmassa mainittu symmetrinen, positiivisesti definiitti matriisi. Erityis-

esti se médrittelee R*n normin ||(z,y)||% = [z y]Blx y]*, ja pitee ||(z,y)|| — 0, kun
|(z,y)||p — 0. Kdytetddn kyseistd normia nk. Lyapunovin funktiona: mééritellain

Viey) = gl n)ls = sl Bl (wy) B ()

Olkoon z(t) = (z(t),y(t)) systeemin (5.5) ratkaisu. Tétéd vastaten médritelldén vield

Silloin (1):n mukaan

(1) = 3l i)Ble )" + 5w ) i1 = v o] Bl )"

= [z yIB[f(z,y) g(z,y)]" = [z y|BA[z y]" + hlz y]Bloi(h) ox(h)]".

Koska BA on negatiivisesti definiitti, 16ytyy sellainen a > 0, etté

[z y|BA[z y]" < —2a(2? +4?) kaikilla (z,y) € R?. (5)
Kehitelmén (4) nojalla 16ytyy sellainen € > 0, ettd

(1) < —afz® +y?) < —2%3@ = —Bs(t) kaikilla (z(t),y(t)) € B(0,¢),  (6)
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kun matriisissa B on valittu » > 1. Lisdksi 8 > 0. Siten 16ytyy sellainen 6 > 0 etté, jos
(2(0), 4(0)) € B(0,5), niin
5(t) <0 ja (x(t),y(t)) € B(0,¢e) kaikillat > 0. (7)

Koska € > 0 voidaan valita kuinka pieneksi tahansa, arviosta (7) seuraa erityisesti stabi-
ilisuus.
Kun (2(0),y(0)) € B(0,6), arvioiden (6) ja (7) mukaan pétee

5(t)+ pBs(t) <0 Vi> 0« %(s(t)eﬁt) <0 Vt>0=s(T)e’" —5(0)

T d T
= / E(s(t)eﬁt) dt < / 0dt =0 = s(T) < s(0)e P — 0,
0 0

kun 7" — oo. Siis ||(x(t),y(t))|| s — 0 ja siten ||(z(t),y(t))]] — 0, kun t — oo. Stabiilisuus
on asymptoottista. O

Kirjataan Poincarén lause vield taulukon muotoon:

A : n ominaisarvot 0 : n laatu linearisoinnissa sen laatu (5.5) : ssa
positiiviset epastabiili epastabiili
negatitviset asymptoottisesti stabiili asymptoottisesti stabiili
erimerkkiset epastabiili (nk. satulapiste) epastabiili (nk. satulapiste)

kompleksiset ominaisarvot :

reaaliosa positiivinen epastabiili epastabiili
reaaliosa negatiivinen asymptoottisesti stabiili asymptoottisesti stabiilt
reaaliosa nolla stabiili (keskus) laatu avoin.

Esimerkki. Tarkastaellaan autonomista systeemié

i(t) = Tr — 2* — 22y
y(t) =5y —y* —ay.

Se mallintaa samasta ravinnosta kilpailevia populaatioita. Kriittiset pisteet:
tai (z,y) = (3,2).

Niité ei tarvitse siirtdd muunnoksella origoon (erityisesti derivaattamatriisi sailyy muun-
noksessa)! Linearisointi:

Ay | B [T—2w-2y -2
(x7 y) - 89((92@) 89((9:;,y) - —y 5 2y Y

(xz,y) = (0,0): Silloin

18



70

A= A(0,0) = [0 -

}, det(A—/\I):r_)\ 0

) 5_)\‘2(7—>\)(5—>\):0.

Saadaan A\; = 5, A\ = 7, positiiviset. Siten kriittinen piste (0,0) on epéstabiili.
(xz,y) = (0,5): Silloin

-3 0
-5 =5

-3—-A 0

A:A(0,5):|: -5 —5—=A\

}, det(A—)\I):' ’:()\+3)()\+5):O.
Saadaan A\; = —3, Ay = —b5, negatiiviset. Siten kriittinen piste (0,5) on asymptoottisesti
stabiili.

(z,y) = (7,0): Silloin

-7 =14
0 =2

T—-XA —14

A:A(’?,O):{ NP

], det(A—)\I):‘_ ‘=(2+A)(7+A):0.
Saadaan A\; = —2, Ay = —7, negatiiviset. Siten kriittinen piste (7,0) on asymptoottisesti
stabiili.

(x,y) = (3,2): Silloin

-3 —6
-2 =2

—3-\ -6

A:A(?),Q):{ ) —9 )\

], det(A—)J):‘ ‘:A2+5)\—6:0.
Saadaan A; = 1, Ay = —6, erimerkkiset. Siten kriittinen piste (3,2) on epéstabiili (satu-
lapiste).

Suorat x = 0 ja y = 0 ovat mallissa selvisti invariantteja: niilld pysytédan, jos niilta
aloitetaan. OY-lauseesta seuraa, ettd myos ensimméinen (avoin) koordinaattineljannes on
invariantti, kuten populaatiomallilta sopii odottaakin. Ylipdataan malli virtauskuvioineen

sisaltad selvasti mielenkiintoista biologista informaatioita.

6 Viikko 50

Vietiin Poincarén stabiilisuuslauseen (osa)todistus loppuun ja esitettiin joitakin lisées-
imerkkejé.

Esimerkki. Tarkastellaan autonomista systeemia

i(t) = =3z + 2y — xy + ¢°
y(t) = —x —y +2° — 9~

Selvisti origo on systeemin kriittinen piste, eikd nyt viélitetd mahdollisista muista. Tutk-
itaan sen laatu. Linearisointi:

of of 2
—3—y 2—x+3y 1 (0.0 3 2
(‘/E’y) gw gy { Y (07 ) { :| ‘
5 8; —1+2z —-1-2y -1 -1

19



Ominaisarvot:

-3-A 2

det(A—)\I):‘ 11—

‘:)\2+4/\+5:0<:>)\:—2iz’.

Kompleksiset, reaaliosa negatiivinen. Siten kriittinen piste 0 on asymptoottisesti stabiili.

Poincarén lauseen kaytolld on kuitenkin rajoituksensa. Esimerkiksi tartuntatautien
SIR-mallissa

di ) :
% = CgRol(t)S(t) - OéZ(t)
ds .

= —aRyi(t)s(t)

kriittiset pisteet ovat (0,s), s € R. Linearisoinnin matriisi

aRygs —a 0
A(0,8) = { oo 0}

on kuitenkin singulaarinen: det A = 0. Siten PoincarOn lausetta ei voi kayttaa. Muuta
tietd voidaan osoittaa, ettd kriittinen piste (0,s), s > 0, on stabiili tasan silloin, kun
Ry < 1/s (kun Ry > 1/s syntyy epidemia).

Samoin kay SIS-mallissa. Esimerkin 5.7 linearisoinnin matriisi A on singulaarinen kri-
ittisissd pisteissd (z,2). Kriittisesséd pisteessé (2,0) se on

0 2
o=, ]
ja ominaisarvot ovat A = +2i. Pisteiden laatu nédhtiin kuitenkin suoraan.

Olemme kayttéaneet differentiaaliyhtéloitd mallintamaan muun muassa populaatioiden
kehitystd. Tamé on tapahtunut varsin deterministisesséd hengessi. Kuitenkin jo terve jarki
sanoo, ett/”a sattumalla on sijansa téllaisissa ilmitissd. Témén huomioiminen tuo mukaan
matemaattisen todennédkoisyyden (tn.) késitteen. Kurssin lopuksi esitimmekin asiasta
yksinkertaisen esimerkin: radioaktiivinen hajoaminen esitetddn stokastisena prosessina.
Tulemme nidkeméén, etta stokastinen malli antaa avarammat puitteet kasitelld varmuutta
ja epavarmuutta kuin pelkké differentiaaliyhtalomalli.

Radioaktiivinen aine késitetdén atomien &érellisend populaationa, jossa atomin ha-
joaminen merkitsee yksilon katoamista populaatiosta. Kyse on siis populaatiomallista.
Néin tulkiten stokastisesta prosessista tulee diskreettitilainen (atomipopulaation saamat
arvot ovat luonnollisia lukuja), mutta jatkuva-aikainen (silla aikamuuttujalle ei aseteta
mitddn rajoja). Tarvitsemme (onneksi vain) joitakin apukeinoja todennikéisyyslasken-
nasta:

Olkoon A > 0. Eksponenttijakauman Exp(X) tiheysfunktio (tf.) on

fz) =

0 muulloin.

{ Ae ™ kun x>0,

Sen kertyméfunktio (kf.) on
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F(x):/x fydt=1—e2* >0. (2)

Noudattakoon reaaliarvoinen satunnaismuuttuja (sm.) X eksponenttijakaumaa, mika merk-
itdén X ~ Exp(A). Talloin tn., ettd X saa arvon vililtd ]a, b] on

P(a<Xgb)—/bf(t)dt—F(b)—F(a). (3)
Erityisesti

PX<z)=F(x)=1—e,  2>0. (4)

Eksponenttijakaumalla on seuraava "muistamattomuusominaisuus” Bayesin kaavan mukaan

Ply<X<az+vy) Flx+y —Fly) e oty

—1-e™M=PX <2).

Tulkitaan X elinajaksi (eksponenttijakaumaa kaytetadn paljon elinajan stokastiseen mallin-
tamiseen). Siis ehdollinen tn., ettd on eldnyt mielivaltaisen ajan y ja eldé sen péadlle (siis
silld ehdolla) vield ajan < z, on aivan sama kuin tavallinen tn., ettd eldé yksinkertaisesti
ajan < z. Jos on vield hengissé, jéljella oleva elinaika kdyttaytyy aina samoin!

Rakennetaan skokastinen populaatiomalli {N(¢)|¢ > 0}, jossa kuhunkin hetkeen ¢
liittyy sm. N(t), hetkelld ¢t hengissé olevien atomien lukuméédrd. Témé saa arvoikseen
luonnollisia lukuja, miké merkitdén N(t) € N. Pistetodenndkdisyydet (ptn:t)

pn(t) = P(N(t) = n)v ne N? (6>

madrddavat smm N (¢) jakauman. Olkoon N (0) = Nj. Itse asiassa patee N (t) € {0,--- , No}.

Muuttujien N(t) jakaumat, ts. ptn:t (6), (ja myos yhteisjakaumat) saadaan madrit-
telemélld nk. siirtymdtodenndkdisyydet: Oletetaan kunkin atomin elinaika Exp(\)-jakautu-
neeksi sm:ksi. Oletetaan, ettd ndmé elinaikamuutujat ovat toisistaan riippumattomia (ei
siis puhettakaan ketjureaktiosta). Yksittdinen atomi, jos se on eldnyt ajan ¢, hajoaa (5):n
mukaan aikavalilla [t,t + h] (toisista riippumattomasti) tn:114

p=1—eM=\n+ o(h)h, (7)

jossa on kiytetty differentiaalikehitelmid e — €% = h + o(h)h, ja o(h) — 0, kun h — 0.
Noudattakoon sm. Y binomijakaumaa parametreina n ja p, mikd merkitdan Y ~
Bin(n,p). Témén jakauman ptn:t ovat

Py =0 = ([)rH-pr k=o @
sen odotusarvo ja varianssi ovat

EY =np ja Var(Y)=EY?— (EY)*=np—np’. (9)

Edelld esitettyjen, elinaikoja koskevien oletustan mukaan sm. populaation muutos N(t) —
N(t + h) on binomijakautunut parametreina N(t) ja p,
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N(t) — N(t+h) ~ Bin(N(t),p),  (10)

jossa p on kuten (7):ssa. Juuri relaatio (10) ja (8) antavat siirtymétn:t (stokastisen pros-
essin késitteen tunteville sanottakoon vield: (5):n ansiosta ristiriidattomasti). Ne ovat

Prn(t,t+h)=P(N(t+h)=n|N(t)=k) = (fl)pk_"(l -p)", n=0,-- .k, (11)

ja pea(t,t +h) =0, kun n > k. Néin mééritellystd populaatioprosessista {N ()|t > 0}
tulee nk. stationaarinen Markovin prosessi. Kun otetaan huomioon alkuehto N(0) = Ny,
saadaan prosessin ptn:t

= N _a\No—n _p
- Zpk(o)pk,n(ou t) = < no) (]‘ —¢ M) "e /\t7 n= 07 e 7N07 (12)
k=0

ja pu(t) =0, kun n > Nj.

Proposition 6.1. Prosessin {N(t)|t > 0} odotusarvo u(t) = E(N(t)), t > 0, toteuttaa
differentiaaliyhtdlon

fut) = =Au(t).  (13)
Kun alkuehto N(0) = Ny otetaan huomioon, saadaan p(t) = Noe ™, siis radioaktiivisen
hajoamisen standardilaks.

Proof. Relaation (10) mukaan kaikilla vakioilla n € N voidaan kirjoittaa (N (t+h) | N(t) =
n)=n—7Y, jossa Y ~ Bin(n,p). Siten (9):n mukaan ehdolliselle odotusarvolle pétee

E(N(t+h)|N({t)=n)=En-Y)=n—EY =n—np=n(l—p).

Odotusarvo voidaan muodostaa ehdollisen odotusarvon kautta (kulkemalla kaikki ehtore-
itit):

w(t+h) = E(N(t+h)) ZP JE(N(t+h)|N(t) an

= (1—-p) Z npn(t) = (1= p)E(N(t)) = (1 - p)u(t).

Siten (7):n mukaan

plt+h)—pt) _ p p
h h
josta rajankdynnillda h — 0 saadaan yhtalo (13). O

Proposition 6.2. Prosessin {N(t) |t > 0} varianssi on
o2(t) = E(N(1)?) — u(t)? = N (e_)‘t - 6_2)‘t>. (14)
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Proof. Relaation (10) mukaan voidaan kirjoittaa (N (¢t +h)?*| N(t) = n) = (n —Y)?, jossa
Y ~ Bin(n,p). Siten (9):n mukaan ehdolliselle odotusarvolle pétee

E(N({t+h)?|N({t)=n)=En—-Y)>=n?>—-2nEY + EY? =n? - 2n%p + np — np? + n*p?
=(1=2p+p")n* + (p—p*)n.

Merkitéin p(t) = E(N(t)?). Ehdollisen odotusarvon kautta (kulkemalla kaikki ehtoreitit)
saadaan:

p(t +h) = E(N(t + h)? an N(t+h)*|N(t) =n) =

(1—2p+p°) ZnQpn( (p—p° ann (1=2p+p)p(t) + (p — pP*)p(t).

Siten (7):n mukaan

pt+h) —p(t) _ —2p+p’ p—p°
h o’

pu(t) = (=22 +o(h))p(t) + (A + o(h))u(t),

josta rajankdynnillda h — 0 saadaan lineaarinen differentiaaliyht&lo

p(t) + 2Xp(t) = \u(t) & %(pe”‘t) = e = ANpeM <

pe2’\t =Ny / AeMdt = NyeM + ¢ < p(t) = Noe ™ + ce™ M,

Alkuehto: p(0) = E(N(0)?) = NZ. Siten NZ = p(0) = No+ ¢ = ¢ = N} — Ny. Siten
p(t) = Noe ™ + (NG — No)e 2 ja o?(t) = p(t) — pu(t)? = No(e ™ — e72M). O

Huom. Ennustamisessa on mieltd niin kauan, kun u(t) = Noe=* > 1. Tillsin hajonta

o(t) = /Ny (e*M — 6*2)"5)1/ ? on suhteessa odotusarvoon pieni, mik& on stokastisissa pros-
esseissa varsin poikkeuksellista. Hajonnan pienuus johtuu paljolti prosessin véhenevista
luonteesta. Joka tapauksessa voidaan vetdd seuraava johtopaidtos: Radioaktiivisen ha-
joamisen standardilaki N(t) = Nype * pitiid varsin hyvin kutinsa.

Paljolti samanlaisilla tarkasteluilla saadaan pistetodennédkéisyyksille p,, (t) = P(N(t) =
n), n € N, differentiaaliyhtilosysteemi

Pn(t) = =nApp(t) + (n+ D)Apnpiai(t), neN. (15)

Johda se! Ohje: (7); kun k > 1, niin p*/h — 0, enemménkin »_,_, p*/h — 0, kun h — 0.

Kun alkuehtona on N(0) = Ny, ts. pn,(0) = 1 ja p,(0) = 0, kun n # Ny, niin
selvistikin pétee p,(t) = 0 kaikilla n > Nj. Siten (15) on tavallinen (&érellinen) lin-
eaarinen 1. kl. homogeenisysteemi, vieldpé vakiokertoiminen. Se voidaan ratkaista matri-
isikeinolla. Voi menetella toisinkin: purkaa se erillisiksi skalaarisiksi differentiaaliyht&loiksi
aloittamalla ylédpadsta, yhtalosta py, = —NoApn,. Kun alkuehto py,(0) = 1 huomioidaan,
saadaan py, (t) = e MM, Seuraava yhtils on py,_1 = —(No — 1)Apn,—1 + Noe VoM josta
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kéiyttéden alkuehtoa py,_1(0) = 0 saadaan py,_1(t) = No(e=No=DA — ¢=NoA) Indukti-
olla saadaan ratkaisuksi (luonnollisesti) funktiot (12). Asioita voidaan tarkastella kd&n-
teisestikin: systeemistd (15) voidaan johtaa lyhyehkosti propositioissa 1 ja 2 esinntyvit
differentiaaliyhtélot ja siten odotusarvo seké varianssi (tee se).

Jos hengissi oleville ptn:lle ei ole yldrajaa kuten (15):ssd téssd on, systeemi ei ole
adrellinen, eiké sitéd voi késitelld tavallisena lineaarisena systeeminé. Silloin voidaan kayt-
taa nk. generoivaa funktiota

= an<t>xn7 (16)

jolle saadaan osittaisdifferentiaaliyhtélo. Prosessimme osalta tdmé kuuluu

oG GG 0G oG
alku-reunachtonaan G(0,x) = xo.

Olkoon lopuksi populaatioprosessissa {N(t) |t > 0}, N(¢) € N, syntymii ja kuolemia:

Nt+h) =Nt +Y -2, (17)

jossa Y ~ Bin(N(t),p), Z ~ Bin(N(t),q), Y I1 Z, p = h(a + o(h)), ¢ = h(8 + o(h)) ja
a, f > 0. Vastaavasti kuten edelld, odotusarvolle saadaan yhtélo f(t) = (a— 3)u(t), joten
u(t) = Noel@ P Varianssiksi saadaan

o?(t) = Noa +5 (e(“’mt - eQ(Q’ﬁ)t> : (18)

LOPPU

24



