Differentiaaliyhtil6t II, harjoitus 4, 25.—27.11.2008, ratkaisut (JL), nelja sivua

1. Tarkastellaan lineaarista alkuarvotehtévad &(t) = Az(t), (0) = €. On tutkittava origon stabiilisuutta
(toisin sanoen, on tutkittava, onko origo epéstabiili, stabiili, asymptoottisesti stabiili, eksponentiaalisesti
stabiili) seuraavien matriisien A tapauksessa.

Ratk. Tehtiviissi A € R3*3 on kiinted vakiomatriisi ja & € R? mielivaltainen vektori; kyseessi on samaan
differentiaaliyht#loon liittyvien kaikkien eri alkuarvo-ongelmien perhe. Kullakin ¢ € R? merkitkoon ¢ +—
u(t;€) tdmin alkuarvo-ongelman yksikisitteisti ratkaisua R — R3 (tai lyhyesti t +— x(t), jos ¢ pidetiin
mielessi). Origo £* = 0 € R? on tasapainokohta, silld koska A0 = 0, niin selvisti on u(t;£*) = £* Vt € R.
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4 1-X
Koska siis on olemassa ominaisarvo, jonka reaaliosa on positiivinen, niin luennoilla esitetyn nojalla origo ei ole
stabiili tasapainokohta eli se on siis epastabiili tasapainokohta. Osoitetaan tdmaé kuitenkin vield suoraankin.
Valitaan esimerkiksi e = 1 > 0. Olkoon § > 0 mielivaltainen. Valitaan sellainen ominaisarvoon A = 1 liittyva
ominaisvektori &, jolla 0 < |€ — 0] < §. (Yksityiskohtaisemmin toimien mééritetaéin ensin ominaisavaruus:

2 -4 =2\ /& 0 1
A-D¢=[ 0 =2 o|l&]l=(0] =&=0jasy=-¢ <« ¢c=a| 0] (a €R). Nyt
0 4 0/ \¢g 0 —1

valitaan sellainen a > 0, jolle a < 6/v/2; tillsin € =a (1 0 —1)7 on vaadittu.)
Saamme, ettd u(t; &) = €' Vt € R, jolloin |u(t;€) — 0| = €*|¢| — oo, kun ¢t — oo. On siis olemassa t > 0,
jolla |u(t;€) — 0] > e. Téten stabiiliusehto (i) alla (b)-kohdassa ei voi olla voimassa.
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(b) A= | -1 -2 —1|. M&aritetddn A:n ominaisarvot: det(A — M) = | -1 —2— A —-1] =
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Koska siis kaikkien ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiiviset, niin luennoilla esitetyn nojalla origo on
eksponentiaalisesti stabiili tasapainokohta, jolloin se on my6s asymptoottisesti stabiili ja tdten myos stabiili.
Osoitetaan tdma kuitenkin vield suoraankin. T&atd varten katsotaan ensin, voidaanko ominaisvektoreista
muodostaa R3:mn kanta;
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Saatiin siis ominaisvektoreiden ¢! = 0], & = 1| jag = 1 | muodostama R?m kanta ja
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vastaava differentiaaliyhtilon perusjirjestelmi, (e 71€l, e71€2, e=21¢3).

Nyt, jos € € R? esitetiin muodossa & = Sr_, &4 kertoimin &f,€5,€5 € R, niin u(t;€) = e teel +
eTtERE? + e 2eLe3 Wt € R. Turvaudutaan Topologia In tietoihin: Asettamalla [|€]] = S"5_, |€4]|€F| saadaan
R3:1le normi £ — ||€]|, ja koska kaikki R™:n normit ovat bi-Lipschitz-ekvivalentit keskeniiéin [Jussi Viisilin
kirja Topologia I, 2002, Lause 15.17], niin on olemassa vakiot a, 3 > 0, joille a|¢| < [|€]] < Bl¢] V€ € R3.
Koska e™% < et V¢ > 0, niin téten on

(*) lu(t; )] < et ST, 1€ 11EF] < Betle| W > 0.
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Ominaisuudesta (*) seuraa, etté |u(t;&)| < B|¢] V& > 0. Téten voidaan paitelld valitsemalla kullakin € > 0
luku 6 = ¢/8 > 0, ettd seuraava seikka pétee:

(i) Jokaista € > 0 kohti on olemassa § > 0, jolla ehdosta | — 0| < § seuraa, etta |u(t; &) — 0| < e V& > 0.

Ominaisuus (i) on mééritelma sille, ettd tasapainokohta 0 on stabiili. Tasapainokohta, joka ei ole stabiili, on
epastabiili.

Ominaisuudesta (*) seuraa myos, ettd jos valitaan esimerkiksi § =1 > 0, M = 8 > 0 (tai yleisemmin ensin
d > 0 mielivaltaisesti ja sitten M = (§0) ja v =1 > 0, niin seuraava seikka patee:

(ii) On olemassa 6, M,~ > 0 niin, ettd ehdosta |€ — 0| < § seuraa, etta |u(t;&) — 0] < Me™ 7" Vit > 0.
Ominaisuudet (i) ja (ii) ovat yhdessd méaritelma sille, ettd tasapainokohta 0 on eksponentiaalisesti stabiili.
Ominaisuudesta (ii) saadaan seuraava ominaisuus:

(iii) On olemassa 6 > 0, jolla ehdosta | — 0] < & seuraa, ettd u(t;€) — 0, kun t — co.

Ominaisuudet (i) ja (iii) ovat yhdessd méadritelma sille, ettd tasapainokohta 0 on asymptoottisesti stabiili.
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AL =X =XA3=0.

Suurin ominaisarvojen reaaliosista on siis 0. Tésté ei voida vield péaatelld mitdén, silld ominaisarvo A = 0
on karakteristisen polynomiyhtalon useampikertainen juuri, nimittain kolminkertainen juuri eli sen algebral-
linen kertaluku on 3. On tutkittava, mikd on tdh&n ominaisarvoon liittyvan ominaisavaruuden dimensio
eli ominaisarvon geometrinen kertaluku: onko se sama kuin ominaisarvon algebrallinen kertaluku (jolloin
ominaisarvo 0 on degeneroitumaton) vai pienempi (jolloin ominaisarvo 0 on degeneroitunut). Nyt

-2 -1 =2 0 1 0
(A-0D)E=0+= | -1 -1 —1]|e=0<= -1 -1 —1|c=0e=6=0jats=—£ <
3 2 3 0 0 0
-1
E=a 0 | (a € R). Ominaisavaruus on siis 1-ulotteinen, joten ominaisarvo 0 on degeneroitunut. T&ll6in
1

luentojen nojalla tasapainokohta 0 on epéstabiili. Osoitetaan tdmé vield suoraankin méarittamalla xz(t) =
u(t;€). Perusjirjestelmid ei nyt ole ehké helppo kirjoittaa suoraan, joten kiytetdén eliminointikeinoa
(alempana on vaihtoehtoinen yritemenetelma):

x'l = —2561 — T9 — 2333
T = Ar &= To = —X1 — To — I3

T3 = 321 + 222 + 323
Laskemalla ndma yhtdlét puolittain yhteen saadaan @1 + @9 + 3 = 0 eli z1(¢) + z2(t) + 23(t) =& + &2+ &3
vVt € R. Talloin &9 = —(§1 + & + 63) <~ xg(t) = —(51 + & + fg)t + &9, Siis &1 = xg — 2(§1 + & + 63) =
(& + &+ &)t + (26 — & — 283) <= x1(t) = —%(51 + &+ &) 4 (=28 — & — 28)t + & Téllsin
w3(t) = (&1 + &+ &) — 21(t) — 22(t) = 3(& + & + &) + (361 + 262 + 383)t + &3. Siis

—5E+ &+ &) =261 — & — 283 -1
u(t;§) =t 0]+t —&—&—8&) | +E=3E+&+&)P | 0] +tAc+&
(& +&+8) 3¢1 + 282 + 383 1

Katsotaan vaihtoehtoista yritemenetelm#i. Tehdiin arvaus z(t) = t2n+t( + £ vektorein 1, ¢ € R3, jolloin
2(0) =& Nytd = Az <= 2+ (= t2An +tAC+AEVEER &= An =0, Al =2nja AE = ( <= n =

-1 -2 -1 =2 -2 -1 =2 -1 -1 -1
a 0] jollaina €R, (= Afja2n=A%¢=| -1 -1 -1 -1 -1 —-1|¢= 0 0 0|¢
1 3 2 3 3 2 3 1 1 1

< a= %(51 + & + &3). Tulee siis sama ratkaisu kuin ylla.
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Nyt voidaan osoittaa, ettd tasapainokohta 0 on epéstabiili. Valitaan esimerkiksi ¢ = 1 > 0. Olkoon § > 0
mielivaltainen. Koska joukko {& € R? | & + & + €3 = 0} on origon kautta kulkeva taso, niin voidaan valita
sellainen ¢ € R3, jolla [€ — 0] < § ja & + & + &3 # 0. Tallsin selviisti |[u(t; €) — 0] — oo, kun t — oo (riittii
tutkia toista koordinaattifunktiota ¢ — — (&1 + &2 + &3)t + &2), joten |u(t; &) — 0] > € jollain t > 0.
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(d) A = 4 1 3). MAéritetddn A:n ominaisarvot: det(4A — AI) = 4 1-AX 3| =
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4 1—X 3| =-24 1-X 3| =-2[0 1-) —1| =-A2 5 _1‘:—/\20\4—1):
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O<= A1 =X =0,)A3=—

Jalleen ominaisarvojen reaaliosista suurin on 0 ja ominaisarvon 0 algebrallinen kertaluku on 2 ja siis suurempi
kuin 1. Nytkaén ei voida suoraan paitelld mitdén tasapainokohdan 0 stabiiliudesta, vaan on tutkittava, onko
ominaisarvo 0 degeneroitunut vai ei:

-8 -2 —6 0 0 O
(A-00)¢ =0« 4 1 3]&6&=0< |4 1 3|&=0<= 4 + & + 3¢ = 0; ominaisarvoon
8 2 6 0 0 O

0 liittyva ominaisavaruus on siis 2-ulotteinen, joten ominaisarvo 0 on degeneroitumaton. Taten luentojen
nojalla tasapainokohta 0 on stabiili. Osoitetaan tdma viela suoraankin. Valitaan ominaisavaruudesta kaksi

1 0
lineaarisesti riippumatonta vektoria &' ja €2; esim. & = [ —4 | ja & = | =3 |. Valitaan myds jokin
0 1
-2
ominaisarvoon —1 liittyva ominaisvektori £3; esim. €3 = 1 | kéavisi kuten sijoittamalla nahtaisiin. Talloin
2

(€1,€2,€%) on R%:n kanta ja (&%, €2, e71€3) siis differentiaaliyhtilon perusjirjestelmé.

Esitetdin ¢ € R3 muodossa ¢ = Zi:l &,.&% kertoimin &}, &5, &5 € R. Tl u(t; &) = £ €1 + €5¢2 + e~ tghe3
vt € R. Kuten (b)-kohdassa 16ytyy vain kannasta (£1, &2, &3) riippuva vakio 8 > 0, jolle 22:1 &1 |1€%] < Bl€].
Téten on |u(t;€) — 0] < Zizl 1&1]1€%| < BI¢] Wt > 0. Jos nyt € > 0 on mielivaltainen ja valitaan § = /3 > 0,
niin ehdosta |§ — 0] < § seuraa |u(t;€) — 0] < e V¢t > 0. Siis origo on tosiaankin stabiili tasapainokohta.
Lisiksi u(t; &) — &1 4+£5€2, kun t — co. Olkoon § > 0 mielivaltainen. Voidaan valita & € R3, jolla [€—0] < §
ja &6 + €562 # 0. Nyt ei pade limy oo u(t;€) = 0. Siis tasapainokohta 0 ei ole asymptoottisesti stabiili.
Siten tasapainokohta 0 ei ole my6skéan eksponentiaalisesti stabiili.

2. On ratkaistava skalaariyhtilo @(t) = —x(t)® ja osoitettava, ettii origo on asymptoottisesti stabiili muttei
eksponentiaalisesti stabiili.

Ratk. Yhtilé on separoituva, ja koska —2® = 2 <= x = 0, on z(t) = 0 Vt € R sen triviaaliratkaisu.
Siis origo 0 € R on tasapainokohta. Koska yhtdlén méérittelevd kuvaus (z,t) — —23 on polynomi R%:ssa,
niin alkuarvo-ongelman ratkaisun olemabsaolo ja yksikéasitteisyyslauseen oletukset ovat voimassa. Olkoon

¢ € R~ {0}. Tallsin alkuehdon z(0) = ¢ toteuttavalle ratkaisulle z on x(t) > 0 V¢, jos £ > 0, ja z(t) < 0
1 1 1 I
t, ] . Nyt — dr =1 =2t t) =
Vt, jos £ < 0. Ny /5z / <:>2x2 % <:>x +€ — g2 2t§2+1<:>x()
€

\/TTSQ vt > —2—52. Tamaé esitys on voimassa myos, jos £ = 0.

Saadaan, ettd |z(t)| < |£] V¢ > 0. Téten, jos € > 0 on mielivaltainen ja valitaan § = € > 0, niin ehdosta
|€ — 0] < § seuraa |z(t) — 0] < e V¢ > 0. Siis origo on stabiili tasapainokohta. Liséksi, jos & # 0, niin
lz(t)] < [€|//1+2t6%2 — 0, kun ¢t — oo, joten limy_,oo z(t) = 0 kaikilla £ € R. Téten origo on jopa
asymptoottisesti stabiili tasapainokohta (tdhén riittdisi, ettd on olemassa d > 0 niin, ettd raja-arvoehto pétee
vektoreille &, joilla [€¢ — 0] < §). Huomataan, ettd nollaanmeno on tyyppid t~1/2, joka silloin on hitaampaa
kuin eksponentiaalinen nollaanmeno. Mutta osoitetaan tarkasti, ettd origo ei ole eksponentiaalisesti stabiili
tasapainokohta. Tehddéan antiteesi, ettd se on; talldin saadaan §, M,y > 0, joille ehdosta |€ — 0] < § seuraa,
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vt M
etti |z(t) — 0] < Me™7t WVt > 0. Valitaan nyt sellainen £ € R, jolla 0 < [£] < §. Tallsin £ <=

V1t ~ [

Vt > 0. Mutta e7'/4/1 + 2t£2 — oo, kun t — oo, ja timé on ristiriita.

r=1-—r
3. Tarkastellaan kaksiulotteista, napakoordinaateissa annettua differentiaaliyhtaloryhméa . o0
= sin”“ =

Napakulmat 6 ja 6 + n2w, n = 0,£1,+2,... identifioidaan keskenédan. Karteesiset koordinaatit saadaan

muunnoskaavoista x = rcosf, y = rsiné.

(a) On ratkaistava yhtéloéryhma.

(b) On osoitettava, ettd (r,8) = (1,0) eli (x,y) = (1,0) on tasapainokohta ja ettd se on epéstabiili vaikka
yhtaloryhmén kaikki ratkaisut suppenevat sitd kohti.

50 4
Ratk. (a) Molemmat yhtdlét ovat separoituvia, ja koska 1 — 7 = 0 <= r = 1 ja sin® 3= =0<= - =

nmw (n € Z) <= 0 = 2nrw (n € Z), niin niilld on triviaaliratkaisut r(t) =1Vt € Rjad =n2n Vt € R (n € Z).
Olkoon ¢ > 0 ja « € [0, 27[. Etsitdén ratkaisut alkuehdoin r(0) = ¢ ja 6(0) = «
Koska 7 = 1—r < 7 +r =1 < (d/dt)(e'r) = ¢! <= e'r = '+ C < r = 1+ Ce™ ! ja koska
r(0) =1+C =p<= C =p—1,niin r(t) =1+ (0 — 1)e~*. Koska on oltava r(t) > 0, niin tapauksessa
o<1lomnoltavat > —1In(1/(1—p)) (<0).

0

Oletetaan 0 < a < 27. Téall6in 0 < 6(t) < 2w Vt. Saadaan, ettd / 3
a 2 2

sin
2

t
t < 0(t) = 2arccot (cot% — 5) vVt € R. Muistetaan, ettd arccot on véheneva bijektio R — ]0,w[. (Siis

t
:/ dT<:>2C0tg—2C0t€:
0 2 2

tapauksessa > 0 on 6 on aidosti kasvava, miki nahdéin my6s siité, ettd 6(t) > 0.)

(b) Koska r =1 ja 8 = 0 olivat triviaaliratkaisut (jalkimmé&inen mod 27), niin yhtaléryhmélla on triviaali-
ratkaisu (z(t),y(t)) = (1cos0,1sin0) = (1,0) Vt € R. Siis (z,y) = (1,0) on tasapainokohta.

Jos ¢ € R? ja kirjoitetaan ¢ = [¢], niin on olemassa a € [0,27[ (yksikisitteinen, jos o > 0), jolla ¢ =
(ocos a, psin a); néin saadaan ratkaisu (z(t), y(t)) = (r(t) cos 8(t), r(t) siné(t)), jolla (z(0),y(0)) = £. Koska
r(t) =1+ (0 —1)e7" — 1 ja 6(t) = 2arccot(cot(e/2) — t/2) — 2m, kun ¢ — oo, niin (z(¢),y(t)) — (1,0),
kun t — oo.

Osoitetaan, ettd tasapainokohta (x,y) = (1,0) on epéstabiili. Valitaan ¢ = 2 > 0. Olkoon § > 0 mieli-
valtainen. Valitaan ¢ = 1 ja sellainen «, jolla 0 < a < min(é, 7). Téalléin yksikkdympyrén pisteelle £ on
|€ — (1,0)] <0 <. Koska arccot0 = 7/2 ja 0 < /2 < 7/2, niin (x(t),y(t)) = (—1,0) <= 0(t) = 7 <
cot(a/2) —t/2 = 0 <=t = t, = 2cot(a/2) > 0. Siis |(z(ta),y(ta)) — (1,0)] = 2 > e. Sanallisesti: Jos
ldhdetaan tasapainopistettd kuinka lahelld vain olevasta ylemméan avoimen yksikkGpuoliympyrén pisteesta,
niin liikutaan koko ajan yksikkoympyralla vastapaivdan tasapainopistetta rajatta ldhestyen, ja talloin valt-
tamatta kayddan tasapainopistetta vastapdata olevan yksikkGympyran pisteen kautta; siksi tasapainokohta
ei voi olla stabiili.



