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Differentiaaliyhtélst I, harjoitus 4, 30.9.~2.9.2008, ratkaisut (JL), 4 sivua

1. (a) On etsittiva toisen kertaluvun vakiokertoimisen homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtilén & —
5% + 62 = 0 yleinen ratkaisu. Yhtilon karakteristinen yhtilé on 72 — 5r + 6 = (r — 3)(r — 2) = 0, ja tamén
juuret r = 3 ja r = 2 ovat erisuuria reaalilukuja. Taten yht&lslld on funktioista t — €3¢ ja t — €% koostuva
ratkaisujen perusjirjestelmd. Yleinen ratkaisu on siis z(t) = C1e® + Cae®, kun t € R (Cy,Cs € R).

(b) Yhtéldn # + 42 + 4z = 0 karakteristisella yhtalslld 2 + 4r + 4 = (r + 2)? = 0 on kaksoisjuuri r = ~2,
joten yhtilslld on perusjirjestelmi (e=%, te™%) ja siis yleinen ratkaisu z(t) = Cie™ % + Cote=2! kunt € R
(Cl ’ 02 € R}

(¢) Yhtélon Z + 2¢ + 10z = 0 karakteristisen yhtdlon r? +2r + 10 = (r +1)> + 9 = 0 juuret r = —1 + 3;
ovat imagindériset, joten yhtalolld on perusjérjestelms (e~* cos3t,e*sin3t) ja siis yleinen ratkaisu z(t) =
Cretcos3t + Cretsindt, kun t € R (Cy,C; € R).

2. On ratkaistava seuraavat alkuarvotehtévit.

(a) &+ 2 +2z =t ¢(0) = £(0) = 0. Vastaavan homogeeniyhtdlén & + & + = = 0 karakteristisen yht&lon
r?+7r4+1=(r+1/2)?+3/4 =0 juuret ovat r = —1/2 £ iv/3/2, joten homogeeniyhtlén yleinen ratkaisu
on zo(t) = Cre /% cos(tV/3/2) + Cae~t/?sin(t/3/2), kun t € R (Cy,Cy € R). Alkuperdisen tiyden yhtilon
oikea puoli eli epdhomogeenisuustermi ¢ ei ole homogeeniyhtélon ratkaisu, joten tehdidn tiyden yhtilon
yksittédisen ratkaisun 16ytimiseksi sovitettava yrite muotoa z(t) = At + B (4,B € R). Tulee ehto t =
z(t) +&(t) +&(t) = (At + B) + A+ 0eli (A1)t + (A + B) = 0; timi toteutuu kaikilla ¢ € R jos ja vain jos
A~1=0ja A+ B = 0Oeli jos ja vain jos A = 1 ja B = —1. Saadaan siis yksittdisratkaisu *(¢) = t—1. Téten
tdyden yhtalon yleinen ratkaisu on z(t) = zo(t) + z*(t) = Cre~t/? cos(tv/3/2) + Cae~t/? sin(tv/3/2) +t — 1,
kun ¢t € R (C1,Co € R). Téllgin

’ 1
&(t) = ———;—C’le’t/g oS t—é\/E - ?Cle—t/z sin t——Q@ - -2-6’26“5/2 sin t—é@ + %-gcze—tﬂ cos % +1.

Titen z(0) = Cy — 1 ja 2(0) = —C1/2 + C»/3/2 + 1. Niin ollen alkuehto toteutuu jos ja vain jos Cy —
1= —C1/2+C2v3/2+1 = 0 eli jos ja vain jos C; = 1 ja Cy = —1/v/3 = —/3/3. Ratkaisu on siis
z(t) = e~/ cos(t/3/2) — (V3/3)e /2 sin(tv/3/2) +t — 1, kunt € R.

(b) & +42 =0, z(0) =0, £(0) = 1. Karakteristisen yhtdlon r2 + 4 = 0 juuret ovat r = £2i, joten yhtilén
yleinen ratkaisu on z(¢) £ C} cos 2t + Cysin2t. Nyt 2(t) = ~2C) sin 2t + 2C, cos 2¢. Siis alkuehto toteutuu
& 0=2(0) = Cjal=20) =20, & C; =0 jaCy = 1/2. Titen alkuarvotehtivin ratkaisu on
x(t) = (1/2)sin 2¢.

(c) 242242z =€ z(0) =1, £(0) = 1. Vastaavan homogeeniyht&lén &+ 22+ x = 0 karakteristisen yhtilén
7% 4+2r + 1= (r+ 1) = 0 juuret ovat ry 5 = —1, joten homogeeniyhtilslld on perusjirjestelmi (e~¢, te™?).
Epéhomogeenisuustermi e™* ja sen t-kerrannainen ovat siis homogeeniyht#lén ratkaisuja. Taydelle yhtilélle
on talldin tehtdvd muotoa z(t) = At’e™" (A € R) oleva yrite. Nyt (t) = (—At? + 24t)e™t ja i(t) =
(At? — 2At — 2At + 2A)e™" = (A? — 44t + 24)e™!, joten & + 2& + = ((A — 24 + A)t2 + (—4A + 4A)t +
24)e7t = 24e7! = et &= 24 = 1 & A = 1/2. Tillsin saadaan yksittaisratkaisu z(t) = (12/2)e".
Téten tdyden yhtdlén yleinen ratkaisu on z(t) = Cie™ + Cote™ + (t2/2)e™ = (Cy + Cot + t?/2)e™t.
Nyt (t) = (=Cy = Cot = t2/2+ Cy + t)e™" = ((—=Cy + Co) + (~=Cy + 1)t —t?/2)e~t. Siis z(0) = C, ja
#(0) = —=C, + Co. Titen alkuehto toteutuu <= C; =1ja -C1 +Cy =1 < C; = 1 ja Cy = 2. Niin
alkuarvotehtévin ratkaisu on z(t) = ™! + 2te™ + (t2/2)e™*, kun t € R.

2(c). Yrite vaihtoehtoisesti: T#yden yhtdlon yksittdisratkaisun 16ytimiseksi voi my6s tehdd yritteen
r(t) = C(t)e™', koska perusjirjestelmin funktiot ja epdhomogeenisuustermi kaikki sisiltiviit tekijin e~
(tdmé on oikeastaan vakioiden variointia, mutta néin yksinkertaiseksi supistunutta), jolloin sijoitus tuottaa
ehdoksi yhtdlon C(t)e™t = e~ eli C(t) = 1, jonka ratkaisu on O(t) = $1?+ At+ B; voidaan valita A = B = 0.
3. Olkoon w > 0. Tarkastellaan yhtilod # + w?z = 0. (Tapaus w < 0 on oleellisesti sama, mutta tapaus
w = 0 oleellisesti erilainen kuin tapaus w > 0.)

(a) Olkoon z(t) = Acos(wt +4), kun t € R Talléin 2(¢) = —wAsin(wt + §) ja #(t) = ~w? A cos(wt + J) =
—w?z(t); siis () + w?a(t) = 0 kaikilla t € R. Téten x on ratkaisu. Lisiksi, koska z:n lausekkeessa on kaksi
eri epédoleellista parametria A ja §, on r yleinen ratkaisu. Tdmin sijasta pitdisi oikeastaan osoittaa, ettd
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£(0) = Acosd ja #(0) = —wAsind voivat saada mielivaltaiset arvot, mutta tdmé tulee osoitettua (b)-
kohdassa.

(b) Olkoon x ratkaisu. Téllsin on olemassa Cy,Cy € R, joilla 2(t) = C) coswt + Casinwt kaikilla t € R.
Etsitidin A > 0ja é € [0,2n], joilla z(t) = 4 cos(wt + §) kaikilla t € R. Koska A cos(wt+d) = Acoswt cosé'-—
Asinwtsind, ehdoksi tulee, ettd Acosd = Cy ja Asind = ~Cy. On siis oltava A% = A2 cos? 6 + A?sin® 6 =
C}+Celi A= \/C"2 + Cz Jos nyt Cp = Cy = 0 eli A = 0, voidaan J valita mielivaltaisesti. Muutoin
taas A > 0, jolloin olloin ehdoksi tulee, etti cosd = Ci/Ajasing = —Cy/A. Koska (C1/4)% + (Ca/A)? = 1, télld
yhtiloparilla taas on olemassa yksikésitteinen ratkaisu § € [0, 27[, ja § = arccos(C)/A) € [0, 7], jos sind > 0
eli jos Cy <0, ja § = 27 — arccos(C /A) €]m, 2x], jos sind < 0 eli jos Cy > 0.

3. Loppu vaihtoehtoisesti: § = — arctan(C>/C1) €] — 7/2,7/2[, kun cosd > 0 eli kun ¢ > 0; § =
7 — arctan(Cy /Cy) €]7/2,37/2[, kun cosé < 0 eli kun C; < 0; 8 = 7/2, kun C; = 0 ja lisiksi sind > 0 eli
Cy < 0;jad =3n/2, kun C; = 0 ja liséiksi sind < 0 eli Cy > 0.

4. Tarkastellaan yhtilod & +22° —z = 0 eli & = o — 22%.

(a) Madrittelemilli v = & on © = I, joten yhtdld on yhtépitivi ensimmdiisen kertaluvun autonomisen

systeemin
r=v
D=2z

kanssa (eutonominen: oikean puolen funktiot eivit riipu ¢ st;i)

(b) Asetetaan f(x,v) = v ja g(z,v) = 2 — 22° = (1 - 2¢*) kaikilla (z,v) € R?. Koska f(z,v) = 0 <
v=0jaglzv) =0&>z=0talz = :i:f/2 niin systeemin tasapainokohdat eli fn ja g:n yhteiset
nollakohdat ovat pisteet (z,v) = (0,0), (z, v) = (\/./2 0) ja (z,v) = (— f/2 0). Ndmi antavat systeemille
triviaaliratkaisut (x(2),v(¢)) = (0,0), (z(t),v \/—/2 0) ja (z(t),v(t)) = (-v2/2,0).

(¢) Puolitasoissa v > O jav < Del & = valhda merkkiddn, JOHOHI funktiolla t — x(t) on derivoituva
kaanteisfunktio. Talldin muuttuja ¢ voidaan korvata funktiossa v muuttujalla z, jolloin ketjusddnnén nojalla
on v(t) = v'(x)2(¢), ja saadaan differentiaaliyhtilo

oft) _ z — 2a°
)  w

joka on separoituva (ja vailla triviaaliratkaisuja). Muuttujat erottamalla saadaan implisiittiratkaisu:

V(@)=

/vdv /(xﬂ% d:z:¢———> 5 —-—-;c +Cy e =2 -2+
(*) = (22 ~§-)2+v2:02 (C > 0).

Huomataan edelleen, ettd suorien z = 0 ja x = +v/2 2/2 raj@ittamissa alueissa ei © vaihda merkkidén, jolloin
funktiossa  voidaan muuttuja ¢t korvata muuttujalla v, ja niin saatu funktio toteuttaa saman implisiittiyh-
talon.

(d) Havaitaan, ettd kdyrin leikkauspisteet z-akselin kanssa ovat pisteet r = i\/.—é-+ C ja lisiksi pisteet

T = j:\/{,- C,jos C < %, ja piste = 0 (joka on jitettévi pois), jos C = % Havaitaan my0s, ettd

ulkopuolella kiyra leikkaa koordinaattiakselit kohtlsuord%tl Origossa taas kidyri leikkaa itsensd kohtisuorasti

kiiyran leikkauspisteet v-akselin kanssa ovat v = £1/C2 =1 jos C > L, jav =0, jos € = 3. Origon

ja koordinaattiakselit kulmassa 7 /4, silld jos C' = 5, niin I koordinaattineljinneksessd on v(z) = 21— 2?
ja siis v/(z) = (1 -~ 22%)/V1—2? - 1, kun z = O. Funktio |v| saavuttaa suurimman arvonsa C' kohdissa
r=+v2/2.

Kéyrd (*) on umpinainen ratkaisukiyré (y mp}tan kanssa homeomorfinen), jos C' > 3; koostuu origosta ja
kahdeata avoimesta ratkaisukaaresta, jos € = ,_ ; ja koostuu kahdesta umpinaisesta mtkaisukéyrésté, jos
C <3

»hkake%ntvs nihdisn yhtiléstid & = o2 Kun v > 0, niin funktio ¢ = 2(t) on aidosti kasvava, ja kun v < 0, niin
funktio t = z(t) on aidosti vihenevd. Taydentédvi tieto saadaan kaavasta © = z(1 — 2x?), silld sen mukaan
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funktio ¢ = v(f) on aidosti kasvava, kun z < ~\/§/2 tai kun 0 < z < \/5/2, ja aidosti vihenevi, kun
~v/2/2 < 2 <0 tai kun = > v/2/2. Nihdiin siis, ettd ajan mukana piste (z,v) litkkuu kdyrilld myotipii-
Vaan.

Faasikuvio on piirretty sivulle 4.

(e) Kéyrin yhtalosté nihddin, ettd |22 — 3| < C ja fv| < C kullakin C, joten kaikki ratkaisut « ja niiden
derivaatat & ovat rajoitettuja. Tapauksessa C = % ajan kasvaessa piste (x,v) etdéntyy origosta I ja I1I neljdn-
neksissi ja lihestyy origoa II ja IV neljinneksissi (onhan (d/dt)(z? +v*) = 2ei + 200 = 220+ 2v(e — 22°%) =
4arv(1 — x%)). Siis origo on satulapiste. Kumpikin tasapainokohdista (+/2/2.0) on stabiili, sillé sitd riitti-
van lahelle tulevat radat kiertdvit sulkeutuen sen ympéri etdéntyen siitd mielivaltaisen vihin. Tarkemmin
sanoen, seuraava méiaritelmin ehto systeemin tasapainokohdan (2g,vg) stabiiliudelle on voimassa: Kaikilla
£ > 0 on olemassa sellainen 6 > 0, jolla on seuraava ominaisuus: Jos ¢t — (x(t),v(t)) on ratkaisukiyri, jolla
{x(0),v(0)) ~ (zo,v0)| < §, niln [(z(t),v(t)) ~ (zg,vy)] < ¢ kaikilla t > 0.

5. On ratkaistava vakioiden variointia kiiyttden alkuarvotehtivi i + 3 + 2z = ef cost, (0) = £(0) = 0.
Vastaavan homogeeniyhtélon karakteristisen yhtilén r2 + 3r +2 = (r + 2)(r + 1) = 0 juuret ovat r = —2 ja
r = —1. Téten homogeeniyhtilén yleinen ratkaisu on zo(t) = Cie™ + Che™ (C1,Cy € R). Midritetdin
nyt derivoituvat funktiot C(-) ja Co(-) niin, ettd z(t) = Cy (t)e 2t + Co(t)e™ ! on tiyden yhtilon yksittdinen
ratkaisu. Ensiksikin

#(t) = (Cre ™ + Cye™) + (=2C1e™ % = Che™).
Vaaditaan (jottel tarvittaisi toisia derivaattoja ¢y ja ég), ettd
(1) Cie ™ + Che ™t = 0.

Talloin ' _
Z(t) = (~2Cle’2t - Cge”t) + (4016”% + Gze”t).

Vaaditaan, ettid
(2) ~2C e7 — Chet =€l cost.

(Yhtdlot (1) ja (2) on helppo kirjoittaa suoraankin.) T#lldin « on tdyden yhtdlén ratkaisu, kuten tiedetdén
teorian perusteella ja ndhddin myss suoraan sijoittamalla. Tolmittamalla yhtéléille operaatiot (1)+(2) ja
2(1)+(2) puolittain saadaan, ettd

, Ci(—e 2y = et cost Cy = —e3t cost
D&(2) &= < . =4 .
(&) { Cye~t = €' cost { Cy = e?tcost
—2t —t
(Kaavoin sama: Olkoon 3(t) = €72 ja y(t) = et jolloin Wy, y)(t) = ‘—22“” _'iﬁt =
e (—et) — (=27 M)t = —e73t 4 2e73t = 73t Merkitiin g(t) = e! cost. Tillsin
: y2(t)g(t) e'ef cost 51 - yi(t)g(t) e elcost 4
Ct:— = e " :—-g"‘t: t: = p = ,‘t.
W= @~ e - GO g T e o)

Nyt kaksi osittaisintegrointia antaa
=Cy(t) = / e’ costdt = Le* cost + %/ e sintdt = L’ cost + LeMsint - é/ e* costdt,
josta ratkaisemalla integraalin suliteen saadaan

=Ci(t) = / e costdt = F(Le’ cost + Le¥sint) = L cost + e sint.
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Samalla tavalla kaksi osittaisintegrointia antaa
Co(t) = /62" costdt = Le* cost + :f;/e“”’ sintdt = Le* cost + Le¥ sint — & /eEt costdt,
josta tulee ratkaisemalla integraalin suhteen, ettd
3

S : 9 2% . 9 9 9 .
Cot) = / e*costdt = $(4e* cost + Le* sint) = 2e* cost + Le* sint.

Niin ollen sijoittamalla C'((t) ja Ca(t) ja sieventdmilld saadaan yksittiisratkaisu

I

*(t) = CL(t)e ™ + Cot)e™ = —(Se' cost + el sint) + (3¢’ cost + Le'sint)

L
10

I

el cost + %ef sint.
Yhtalon yleinen ratkaisu on siis
z(t) = zo(t) + 2" (t) = Cre ™ + Coe™' + el (cost +sint) (Ci,Cy Ry,

ja télle on
E(t) = =20 7" = Che™" + Fe' cost.

Taten

oo

I
S

I

ol

Ci+Cy + s =0 o
2(0) = 2(0) = 0 &= <0 <::>{
() .K() {—QCl—C‘z—{-I% = ) Cy =
Niin ollen alkuarvotehtdvin ratkaisu on

z(t) = %(36"” —de b +elcost+elsint), kunt€ R

=

Huom. Perusjirjestelmésti nihdéin, ettii epdhomogeenisuustermi e cost ei ole homogeeniyhtilon ratkaisu.
Siksi yritteeksi olisi kilynyt z(t) = Aef cost + Be'sint (A, B € R), jos olisi ollut tarkoitus kilyttid yritetti.

Tehtévissi 4(d) piirrettdviksi pyydetty faasikuvio. Piirretiifin zv-tasoon ratkaisukdyrit ajankasvun
suuntineen kolmessa eri tapauksessa: C < £, C' = % ja C > L. Piirrokset ovat kisivaraisia hahmotelmia.
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