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1. On tutkittava, mitkd seuraavista yhtalsisti ovat separoituvia. (Téssd ' = d/dz.)

(a) ¥ = y* +y. Asetetaan f(z,y) = y° +y V(iz,y) e R, p(z) = 1Vz € Rjaq(y) =y° +y Yy € R; talldin
fl@,y) = p(a)q(y) V(z,y) € R? eli yhtils on muotoa y' = p(z)q(y). Siis yhtdls on separoituva (tasossa R?).
(b) y' = "™, Koska e**% = e%e?¥ V(z,y) € B2, yhtils on separoituva.

(c) ¥’ = sin(x+y). Yhtdld ei vdlttamdittd ole separoituva, silli sin(x+y) = sinz cosy + cos z siny ei ilmeises-
tikddn ole muotoa p(z)q(y) suorakaiteessa I x J milliéin ei-tyhjilli avoimilla valeilld I, J C R ja funktioilla
p:d = Rjagq:J — R Itse asiassa voidaan osoittaa, etti vhtélo ei todellakaan ole separoituva missisn
kyseisenlaisessa suorakaiteessa (tapaus ] = J = R on alempana), mutta on parempi tyytyd ylldolevaan
huomioon ja (jatkossa) keskittis heti ponnistukset yhtélon ratkaisemiseksi jollain muulla tavalla. (Tallainen
tapa heti I8ytyykin: sijoituksen v(z) = x + y(z) & y(z) = v(z) — z kautta yhtélé on yhtipitava yhtilsn
v' = 1 + sinv kanssa, ja jilkimmiinen yhtils on separoituval)

Tapauksen I = .J = R todistus epésuorasti: Koska 1 = sin L7 = sin(0 + 37) = p(0)g(%), niin p(0) # 0, ja
samoin ¢(0) # 0; mutta tilldin 0 = sin 0 = sin(0 + 0) = p(0)¢(0) # 0; RR.

2. Seuraavien yhtélsiden yleiset ratkaisut on miiritettivi muuttujat erottamalla.
(a) 1+y?+zyy’ = 0. Yhtilossi ei voi olla z = 0 eikd myoskddn y = 0. Avoimissa puolitasoissa < 0 yhtdls

on yhtapitivi separoituvan yhtéldn y' = —(1 + y2)/zy kanssa, ja yleinen ratkaisu saadaan integroimalla:
vy’ 1 / 2y / dz )
& =——& sdy = -2 [ — & In(1 = -21 R
1+y2 - 1442 Y - <:>n( +y°) nlml‘i‘Co (Co € )

@1+y2:% (C:ef’o>0)¢>y(z)=i,/%-1, kun 0 < |z < VC (C > 0).

Siis kullakin C' > 0 saadaan nelji eri ratkaisua sen mukaan, miki on ratkaisun (maksimaalinen) méirittely-
vili, ] = v/C,0] vai ]0,V/C[, ja merkki.

{(b) (1~2%)y’ = 1-y” Yhtilod vastaava normaalimuotoinen yhtils y' = (1 =y*)/(1 — z*) on separoituva
niissé kolmessa alueessa, jotka tasosta jiiviit, kun poistetaan suorat = = +1. Koska 1 — VP =0y = +1,
yhtélSlld on triviaaliratkaisut y(z) =1 Vo € R ja y(z) = ~1 Vo € R. Muilla ratkaisuilla A = R joilla
+1 ¢ A, on (teorian perusteella) y(z) # +1 Va € A, ja naille ratkaisuille pétee:

@/1?3/2:/1fl~$x2@/.(1—yc>l%1+y):/u—;)l?lw)

17/ 1 1 1 1 1 1+y 1+
- [ T W = — BE—— — = ]
®2/<1——y+1+y>dy 2/<1~w+1+x>dm®lnl—~ ’ By | T
l+y 1+z LGy
1My~01_$ (C = %e* #£0)
@y(l):g;iiégjgi, kunC;éO,lja;v;£~-g-j—:—%, tai y(z) =, kun C' = 1.

Huom. Ratkaisut pyritiin aina marittiméiin maksimaalisilla vileilld (vali: suoran yhtendinen osajoukko:
maksimaalinen véli: ratkaisua ei voi laajentaa ratkaisuksi suurempaan véliin). Y4 saaduissa ratkaisuissa
voidaan viliaikainen rajoitus & # %1 poistaa asettamalla y(1) = 1 ja y(—1) = —1 (tai vain toinen niisti,
tal ei kumpaakaan, riippuen siitd, milld valilld y:td alunperin tarkastellaan), silld onhan téllsin y:n lauseke
Jatkuvasti derivoituva myds pisteissi z = +1. Parvesta saataisiin esille triviaaliratkaisut y(z) = ¥1 antamalla
C=0tai 1/C - 0.

3. On médritettivd seuraavien yhtildiden yleiset ratkaisut Ja plirrettéivd ratkaisukdyria. (Kuvat sivulla 3.)
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(a) x?y' = y?. Vileilld z < 0 yhtild on separoituva. Silld on triviaaliratkaisu y(z) = 0 Vo € R Ratkaisut y
d Iz 1 1

vileilld, joilla ne eiviit saa arvoa 0, saadaan separoimalla: / —{/ = C—i G- = —= + Ceylx)= hd ,
y? x? Yy 1-Cz

1

kun C € R\ {0} ja 2 # = (piste = = 0 sallitaan jélkikiiteen), tai y(z) = = Vo € R (tapaus C = 0).

Kuvaa varten: Huomataan ettd ei-triviaalille ratkaisulle y on y'(x) = 1/(1 — Cz)® > 0, joten y on aidosti

kasvava. Tapaukqessa C # 0 on liséksi |y(z)| — oo, kun @ — 1/C, seki y(x) = —1/C, kun |z — oo.

(b) ¥ = iy —3. Yhtild on separoituva, ja sille saadaan triviaaliratkaisu y(z) =3 Va € R tavallisesta

vhtilostd vy —3 = 0 & y = 3. Ratkaisut y: I — R, Joﬂla y(z) > 3 Ya € I, saadaan separoimalla:

z+C
/\/__ /dz@Z\/ -3 = 1+C¢¢J()-—3+< 5 > (C € R), kun z > —C, ja itse asiassa, kun

z > —C, jolloin y(—=C) = 3 ja y'(~C) = 0; ratkaisu voidaan siis laajentaa koko R:déin asettamalla y(x ) =3,
kun z < -C.

4. On ratkaistava seuraavat alkuarvotehtévit (*= d/dt).

(a) & = 22, 2(0) = 1. Yhtalé on SGdeOltUV& ja sillii on Rissé triviaaliratkaisu z(t) = 0, joka ei kuitenkaan
1

toteuta alkuehtoa. Muut ratkaisut: & / /dt & - = =t+C. Tassaz(0) =1 -1=0+C & (C =

—1. Siis alkuarvotehtivilld on yksikésitteinen ratkaisu z(t) = TP kun ¢t < 1. (Vili t > 1 el kily, koska
alkuehdon piste ¢t = 0 ei kuulu sithen véliin.)

II tapa. Yhdistetdin alkuehto integrointiin: /w gg = /t dn & /m—% = /tn &1 - —71- =t x(t) = 1—%—5,
kun ¢ < 1. 1 ’ ' ’

(b) @ = tz, £(0) = 1. Yhtild on separoituva, ja silld on Rissd triviaaliratkaisu () = 0, joka ei kuitenkaan
toteuta alkuehtoa. Muut ratkaisut: & / de = /tdt Szl =42 +C Tissdz(0) =1 0=0+C&
C = 0. Ratkcusuvahlla on alkuehdon tahdln oltava z(t) > 0, joten alkuarvotehtdvilld on yksikasitteinen
ratkaisu z(t) = e‘2t Yt e R

5. Seuraavat differentiaaliyhtilot on osoitettava eksakteiksi ja médritettéva niiden yleiset ratkaisut.

(a) 2zy + 3+ (22 — 1)y’ = 0. Madritellién M (z,y) = 2zy + 3 ja N(z,y) = 2° — 1, jolloin (OM/0y)(z,y) =

2z = (ON/0z)(x,y). Siis yhtils on eksakti R? :ssa. Midritetdéin yhtélon integraalifunktio eli sellainen funktio
F:R* = R, jolla F/dx = M ja 0F/0y = N. Valitaan xy = 0. Télloin
Fle,y) = / M{t,y)dt +/ N{O,t)dt = / (2ty + 3) dt + / (—=1)dt
0 0 .
= 2%y +32) + (~y + Co) = 2®y + 3z —y V(v,y) € R,
kun valitaan Cp = 0. Nyt ratkaisukiyrit ovat F:n tasa-arvokdyrét F(z,y) = C (C € R) & 2y+3z-y=C
< ylr) = —C—’-Q—tg—f, kun C # 43 ja z # %1, tai (tapaus C = 3) y(z) = —:—L_—i——, kun z # —1, tal (tapaus
2 —

3 +1
C=-3) ylx)= T kun x # 1.

(b) eV + (1 — ze™¥)y" = 0. Koska (9/0y)e™ ¥ = —e™¥ = (8/0x)(1 — ze™V), niin yhtdld on eksakti tasossa.
Yhtélén integraalifunktiolle F on F(z,y) = [e™Vdr = ze ¥ +¢(y) ja l—ze™¥ = OF [0y = —ze ™V +¢'(y) &

O (y) =1« oy) =y, joten F(z,y) = ze™¥ +y kily. Siis yleinen ratkaisu on ze”V +y =C (C € R). Tamé
vhtils voidaan ratkaista x:n suhteen: z = (C' — y)e¥; ratkaisufunktiot saadaan tdmin funktion aidosti
monotonisten rajoittumien kifinteisfunktioina ja ratkaisujen kuvaajat timén kaavan avulla.
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Tehtdvian 3 kuvat.




