Differentiaaliyhtil6t I, kurssikoe 14.10.2008, ratkaisut (J. Luukkainen), 3 sivua

Teht. 1. On ratkaistava alkuarvotehtivi () = 22 + 1, z(0) = 1.

Ratk. Téssd ' = d/dt, aikaderivaatta. Mé&aritetdan ensin differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu. Yht&lo on
separoituva ja siind on 22 + 1 > 0 kaikilla € R, joten

a'::a:Q—i—l(:)/x;lil:/dt@)arctanmzt+0(CeR)@m:tan(H—C’)ja t+C| < 47 (CE€R).

Tutkitaan sitten alkuehdon z(0) = 1 eli (¢,z) = (0, 1) toteutumista:
2(0) =1 tanC =tan(0+ C) =1ja |C| < 37 & C = Im.

Alkuarvotehtévéin ratkaisu on siis z(t) = tan (t + +7), kun =27 <t 417 < Imelikun — 37 <t < im

Huom. 1) Alkuehdon voi ottaa huomioon jo aiemmassakin vaiheessa: C = 0+ C = arctan1 = 1.
2) Koska lim;_/4— x(t) = 0o ja limy_, _3./44 x(t) = —o0, ratkaisua z ei voi laajentaa suuremmalle vilille.
tant+tan g7 14 tant

1 —tanttan %71’ " 1—tant’

3) Ratkaisulle saa myos esityksen z(t) = kun —27 <t < Imjat# —3m, seki

x (—%ﬂ') =—-1.

Arvostelusta. Kustakin seuraavasta seikasta tuli piste: Muuttujien erottamisesta; impliittimuodosta
arctanx = t + C'; vakiosta C = %ﬂ'; ratkaisuvalista ] —%7‘(, %ﬂ'[.

Teht. 2. On méiiritettivi yhtilon @(t) — 24(t) + x(t) = e! yleinen ratkaisu.

Ratk. (Vrt. harjoitustehtéva 4:2c.) Yht&lo on lineaarinen. Vastaava homogeeninen yhtdlo &(t) — 24(¢) +
z(t) = 0 on vakiokertoiminen, ja sen karakteristisella yhtilslld 2 — 2r +1 = (r — 1)? = 0 on kaksoisjuuri
r = 1, joten yhtilolla on ratkaisujen z1(t) = et ja xo(t) = te! muodostama perusjirjestelmi seki yleinen
ratkaisu xg = Ciz1 + Coxo (Cl, Cy € ]R)

Taydelle epahomogeeniselle yhtalolle voidaan 16ytaa yksittaisratkaisu v kahdellakin eri tavalla:

Tapa 1: Miédritettivien vakiokerrointen menetelmd. Koska epihomogeenisuustermi g(t) = e® ja my6s tg(t) =

te! kuuluvat perusjirjestelmiimme ja ovat siis homogeenisen yhtilon ratkaisuja, on jirkevii tehdi yrite
v(t) = At%e! (A € R). Sijoittamalla saadaan vaatimus

et = v(t)—20(t)+i(t) = At’e' —2A(*+2t)e' + A(t*+4t+2)e’ = A(t? —22 —At+t>+4t+2)e’ = 2Ae’ & A= L.

Siis v(t) = 4t%e" on ratkaisu.
Tapa 2: Varioitavien vakioiden menetelma. Maaritetdan derivoituvat funktiot C'7, Co niin, ettd v = Cixy +

Cyxo on ratkaisu. Yhtéapitavé ehto on

{ Cray 4 Cozo =0 { Ci(t)et + Cy(t)tet =0 - { Ci(t) + Co(t)
Ci(t) '

Chin + Caia =g Y (t)el + Cat)(t + 1)et = et
Ci(t) = —tCy(t) Ci(t) = —t Ci(t) = -1
{02(t>=1 (:’{02@:1 <:{02(t):t

Siis v(t) = —5t%e’ +t - te' = 1t2%€’, eli sama kuin ylla.

Yleinen ratkaisu on titen x(t) = zo(t) + v(t) = Cre’ + Cate® + 1t?e*, kun t € R (C1,C; € R).

Arvostelusta. Kummastakin seuraavasta seikasta tuli piste: KY:n kaksoisjuuri » = 1; HY:n perusjérjestel-
ma.

Teht. 3. On méiritettivi Bernoullin yhtilén y/(z) + 2zy(z) + zy(z)* = 0 yleinen ratkaisu.

Ratk. (Harjoitustehtivi 2:7.) Kirjoitetaan yhtilo muotoon y'(x) + 2xy(x) = —zy(z)*. Huomataan, etti

y(z) = 0 Va € R on triviaaliratkaisu. Etsitd4n ratkaisut y, jotka eivét saa arvoa 0, jakamalla yhtalo puolittain
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y(z)dla: y(z)~4 (z) + 2zy(x) 3 = —. Sijoittamalla v(z) = y(z)73, jolloin v'(z) = —3y(z)~*y/(z), tistd
saadaan yhtapitdva lineaarinen yhtalo — 30/ (z) + 2zv(z) = —2 & v'(2) — 6zv(x) = 3z. Tilld on integroiva
tekiji pu(z) = exp ([(—62) dz) = e~3*". Tilli puolittain kertomalla saadaan yhtild ratkaistuksi:

dx
< v(x) = Ced” —

d
— (6_3121)(33)) =3 (2) — 6ae 3 v(x) = 3z & eI y(z) = /33:6_39“2 dr = ée_?’z +C

(C eR).

1
2
Koska y(x) = v(x)~'/3, saadaan siis ratkaisu

1

y(x) = T (C eR).
Ce% -3

Maarltetaan vield (maksimaalinen) ratkaisuvéli kullakin C'n arvolla. Jos C' < 0, niin Ced” — % <
0—35 < 0 Vz € R, joten ratkaisuvéli on R. (Voi huomata etta C = 0 antaa toisenkin vakiofunktioratkaisun,

y(x) = —V2Vz € R.) Jos taas C' > %, niin Ce® — 1 > C — 1 > 0Vz € R, joten jilleen ratkaisuvili on R.
Jos vihdoin 0 < C < 1, niin Ced” — 1=0s 37’ = 1/2C > 1 & x = £, jossa zo = 1/ 5 In(1/20); koska
ylla saadulle y(z):n lausekkeelle on |y(x)| — oo, kun  — £xg, niin ratkaisuvilit ovat |—oo, —zo[, | -0, To|
(paitsi jos £ = 0 eli jos C' = 1/2) ja ]xg, 0]

Vaihtoehtoisesti v:lle saadun lineaarisen yhtdlon voi ratkaista separoituvana yhtalond v’ = 3z(1 + 2v);

talldin triviaaliratkaisu v = —1/2 on tarkasteltava erikseen, vaikka sen voikin lopuksi upottaa vin lausek-
keeseen arvolla C' = 0. Muitakin ratkaisutapoja (joissa ei kukaan onnistunut loppuun asti) on, kuten
separoituvan yhtilon y' = —2(2y + y*) ratkaiseminen suoraan, jolloin on hyvi huomata, ettd 1/(2y + y*) =

(1/6)(3/y — 3y /(y* + 2)).

Arvostelusta. Triviaaliratkaisun y = 0 unohtaminen vei pisteen, samoin vaihtoehtoisessa ratkaisutavassa
triviaaliratkaisun v = —1/2 unohtaminen. Ratkaisuvélien médrittdmistd ei kukaan osannut tdydelleen;
ratkaisuvalit jatettiinkin arvostelun ulkopuolelle.

ds dl dR
Teht. 4. Tarkastellaan SIR-mallia T —pBS1, i BSI — al, r al joukossa S > 0,1 >0, R >0.

Téassd o > 0, g > 0.
(a) On osoitettava, ettd N =S + I + R on vakio.

. . . . S(t .
b) On osoitettava, ettd jos Ry = ﬂ— > 1, niin raja-arvo See = lim_oo Q on olemassa ja toteuttaa
N
a
yhtalon
(*) S0 = 1+ = In s,
Ry

dN d dl d
Ratk. (a) (1 piste) — o d—f + p + d—]: = (—BSI)+ (B8SI — al) +al =0Vt > 0. Siten N on vakio.
(b) Aluksi perinpohjainen tarkastelu, jota ei kokeessa vaadittu. Normeeratuille suureille s = S/N,

i=1I/N jar=R/N (oletettu N > 0) saadaan yht&lot

(**) %:—ﬁNsi, % =fNsi—ai ja % = oi.

Pitee s,i,7 > 0 ja s + i+ r = 1, mutta tutkitaan ensin yhtdloryhmaéd (**) ilman néitd rajoitteita. Koska
funktiot (t,s,i,7) — —BNsi, (t,8,4,7) — BNsi— ai ja (t,s,i,7) — «ai ovat jatkuvasti derivoituvia R*:ssi,
niin alkuarvotehtivin ratkaisun olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen [Martio—Sarvas, Tavalliset differenti-
aaliyhtilot, Lause VII.3.3 ja Lauseen 11.7.22 analogia] (tai [Walter, Ordinary differential equations, Springer
1998, Existence and Uniqueness Theorem (s. 108)]) mukaan kullakin (¢, so,%0,70) € R* on tutkittavan dif-
ferentiaaliyhtaloryhmén (**) alkuarvotehtavalla (s,i,7)(to) = (so,%0,t0) olemassa yksikésitteinen ratkaisu
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(5,4,7): A — R® maksimaalisella vililli A = Ja,b[ (-0 < a < tg < b < 00), ja |(t,s(t),i(t),r(t))] — oo,
kun t — a+ tai t — b—, eli ratkaisun kuvaaja jittaa jokaisen R*:n kompaktin osajoukon A:n paitepisteits
lihestyttiessd. Huomataan, etté jos so = 0, niin ratkaisu on (s, ,t)(t) = (0, ige~*¢=10) 14 4ig —jge~*(t—t0))
Vt € R, joten jos ratkaisussa (s, 7, ) on s:114 0-kohta, niin s = 0; nyt so, = lim; . s(¢) = 0 on olemassa, mut-
ta ei toteuta yhtaloa (*). Huomataan edelleen, etté jos i9 = 0, niin ratkaisu on (s,4,¢)(t) = (so,0,70) Vt € R,
joten jos ratkaisussa (s,4,r) on 4:11a 0-kohta, niin ¢ = 0 ja s sekd r ovat vakioita; nyt seo = lim—,o $(t) = so
on olemassa, mutta ei yleensd toteuta yhtaléa (*). Oletetaan nyt, ettd sg > 0 ja ip > 0. Téllin ylldolevan
perusteella on s(t) > 0 ja i(t) > 0 Vt € A. Koska ds/dt = —3Nsi < 0 valilld A, on s aidosti vihenevé,
ja on siis olemassa so, = limy_p— s(t) > 0. Oletetaan lisdksi, ettd rq > 0 ja ettd so + io + ro = 1, jolloin
s+ i+ r=1vililla A. Oletetaan myos, etta tg = 0. Koska dr/dt = ai > 0, on r kasvava valilla A; talléin
ro <r(t) =1-s(t)—i(t) <1, kun 0 <t < b, ja on siis olemassa ro, = lim;_;— 7(¢) < 1. Silloin on olemassa
myos foo = limy_p— i(t) = 1 — Soo — oo € [0, 1]. Koska nyt 0 < s,4,7 < 1 vélilla [0, b], niin ylldolevan nojalla
taytyy olla b = oo (harjoitustehtdvén 3:4 ratkaisussani jouduin olettamaan ehdon b = co; nyt sain sen todis-
tettua). (Saattaa silti olla a > —o0.) T&ll6in is, = 0, silld muutoin olisi limg—, o (dr/dt)(t) = ais > 0, josta
véaliarvolauseen avulla saataisiin, etté ro, = 0o, miké on ristiriita.

Epéyhtalon ds/dt = —FNsi < 0 perusteella funktio s méérittelee aidosti vihenevén bijektion [0, c0] —
J$c0, S0, jolla on derivoituva kaanteiskuvaus s — t(s) derivaattanaan dt/ds = 1/(ds/dt). Yhdistetylla
funktiolla s — t + 4, jota merkitaén edelleen i:114, on talldin ketjusdannon mukaan derivaatta

(+55) di _didt di/dt BNsi—ai _q « 11

ds dids ds/dt | —BNsi ' BNs Rys

Siis 4 = 9 + fsso (1/(Roo) — 1) do = ig + (1/Ro)In(s/s0) — (s — s0) = 1 — 7o + (1/Ro)In(s/s¢) — s, koska
10+ so = 1 — 9. Rajalla s — s, jolloin i — is = 0, téstd saadaan 0 =1 —rg + (1/Rp) In(s00/S0) — Seo €li

500 = (1 =10+ (1/Ro)In(1/50)) 4 (1/Ro) In 5ec.

Tehdaan lisdoletus, ettd ro = 0 (tai ainakin, ettd ro & 0) ja ettd ig &~ 0 (vaikkakin edelleen i¢ > 0), jolloin
my0s so &~ 1 ja siis In(1/sg) ~ 0. Jos nyt R > 1, niin (1/Rp)In(1/s¢) ~ 0. Siis ainakin talléin s toteuttaa
yhtélén (*) approksimatiivisesti.

Yhtalolla (*) on aina ratkaisu s., = 1, jolloin (s,4,7) = (1,0,0). Tutkitaan eri Rg:n arvoilla, onko yhtalolla
s =1+ (1/Ryp)Ins, s > 0, muita ratkaisuja kuin ratkaisu s = 1. Mé&éaritellddn f(s) = 1+ (1/Ro)Ins — s
Vs > 0, jolloin siis f(1) = 0. Nyt f'(s) = 1/(Ros) — 1 Vs > 0, joten f'(s) > 0, kun 0 < s < 1/Ry, ja
f'(s) < 0, kun s > 1/Ry. Edelleen f(s) — —oo, kun s — 0+ tai kun s — oo, joten f:ll4 on tasan yksi
nollakohta, jos Ry = 1, mutta muuten tasan kaksi nollakohtaa. Jos Ry < 1, niin f:n nollakohdalle s # 1
pitee s > 1/Ryp > 1. Jos Ry > 1, niin f:n nollakohdalle s # 1 pétee 0 < s < 1/Rp < 1.

Mielenkiintoiseen yhtéléon (*) ja sen ratkaisuun 0 < s < 1/Ry < 1 pédédtymiseksi tarvittiin siis ”kontakti-
Iuvusta” Ry oletus, ettd Ry > 1, ja lisaksi oletukset, ettd iy on merkityksettéméan pieni mutta positiivinen
Iuku ja ettd ro on nolla tai muuten merkityksettéméan pieni, jotta 0 < so < 1 ja so ~ 1.

Nyt kokeessa vaadittu ratkaisu. Tarkastellaan ryhmén (**) (yksikésitteistd) ratkaisua s: A — ]0,1],
i: A —10,1] jar: A — [0, 1] valilla A = [0, co[ niin, ettd s +i +r = 1.

Raja-arvon olemassaolo (2 pistettd). Koska ds/dt = —BNsi < 0, niin s on (aidosti) viheneva (ja
alhaalta rajoitettu), joten on olemassa raja-arvo s = lim—. $(t) > 0. Huom. Tét4 oli osattu suhteellisen
vahan, joten 2 pistettéa oli paikallaan. Tata kohtaa olisi myo6s tarvittu, jotta aika ¢ voitaisiin ilmoittaa s:n avul-
la ja siis ¢ ilmoittaa s:n derivoituvana funktiona. T#ta ajan eliminointia eli yht&lon di/ds = (di/dt)/(ds/dt)
johtamista kohdassa (***) ei kuitenkaan ollut perustellut kukaan, eiké perustelua vaadittu.

Yhtélon johtaminen (3 pistetti). Esitetddn di/ds:lle yhtdlo (***) ja integroidaan se. Oletetaan luentojen
tapaan, ettd ig &~ 0, 7o = 0 ja sp ~ 1, jolloin saadaan i = 1 + (1/Rp)Ins — s. Oletetaan luennoista
tunnetuksi, ettd on olemassa raja-arvo i, = lim;_. i(t) = 0. Oletetaan tiedetyksi, ettd on olemassa myo0s
raja-arvo Soo = limy o s(¢) > 0. Téalloin (*) seuraa. Huom. Oletusta Ry > 1 tarvitaan, jotta termi
—(1/Ro)Insg = —(1/Rp) In(1 — ip) = (1/Rp)io voidaan jattaa pois ja saadulla yhtalolla (*) on silti ratkaisu
0 < Seo < 1; téta ei kokeessa vaadittu.



