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Ratkaisuehdotuksia (Tiina Kainulainen)

Suppenevatko vai hajaantuvatko seuraavat sarjat? Tarkat perustelut!
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Ratkaisu: Sarja hajaantuu. Tarkastellaan osasummia
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Mikili harmonisen sarjan » .-, % hajaantuminen pidetdén tunnettuna, niin
niahdéin heti, ettd tdménkin sarjan osasummat kasvavat rajatta, koska ky-
seessd on harmonisen sarjan osasumma kerrottuna vakiolla. Toisaalta hajaan-
tuminen voidaan perustella esimerkiksi tutkimalla jonon (.5,,) osajonoa (Sam)
seuraavasti:

S Y e IR I N S S
T 2 '3 475 6 78 T tgmlp ) T gml 9 T om

St A A b Ly Ly
2°2 2 4 4 3 8 8 8 2m 2m 2m
4=23jT kpl 2m—Tkpl
11
:§-§(m+1)—>oo, kun m — oo.

Siispé jonolla (S,,) on hajaantuva osajono, joten koko jono hajaantuu.
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Ratkaisu: Sarja hajaantuu. Nimittédin sarjan osasummille pétee
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koska 0 < 2k — 1 < 2k jokaisella k = 1,2,..., ja tehtdvan 1. perusteella
> ory i — 00, kun n — oo. Siispé téssdkin osasummien jono hajaantuu.
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Ratkaisu: Tamékin sarja hajaantuu. Havaitaan nimittéin, etté
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Tehtéavén 2. nojalla Zill 2klj — 00, kun n — o0, joten myos téssd osasum-

mat kasvavat rajatta.
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Ratkaisu: Sarja hajaantuu. Arvioidaan ensin sarjan termejd alaspiin. Koska

1+ 1 k k k k 1

= > > =—=—2>0
11k 11k 11 IrRR ik 22 %
jokaisella k = 1,2, ..., niin sarjan osasummille pétee
~1+k 1
Sp = > —.
RO
k=1 k=1

Jélleen tehtédvin 1. nojalla Y, i — 00, kun n — oo, joten myos S,, — oo.
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Ratkaisu: Sarja suppenee. Arvioidaan ensin sarjan termeja:
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Mikéli yliharmonisten sarjojen Y~ 75 ja ¥ s, 72 suppeneminen pidetidn
tunnettuna, voidaan todeta, etté lauseen II1.1.9 nojalla myo6s niiden summa
suppenee. Nyt
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Koska kyseessé on positiivisterminen sarja, niin sen osasummat muodostavat
nousevan jonon, ja koska nyt on osoitettu ettd jonolla (.S,) on yldraja, niin
se suppenee.

Perustellaan kuitenkin vield tarkasti esimerkiksi sarjan >, % suppenemi-
nen. (Toisen sarjan suppeneminen voidaan osoittaa samalla tavalla.) Tutki-
taan aidosti viihenevi funktiota x — 2. Jokaisella vélilld [k — 1, k] (missé
k = 2,3,... ) funktio on positiivinen ja saa pienimmin arvonsa - vilin
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oikeanpuoleisessa padtepisteessi. Néain ollen
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Sarjan osasummille saadaan nyt ylédraja:
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jokaisella n. Jélleen positiivistermisen sarjan osasummien jono on nouseva,
ja koska on osoitettu, ettd jonolla on ylédraja %, niin se suppenee.
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Ratkaisu: Sarja hajaantuu. Osoitetaan tamé kidyttdmalld samaa ideaa kuin
edellisessé tehtdvissid, mutta nyt haluamme arvioida osasummia alaspéin.

Koska x +— Inz tiedetdéan aidosti kasvavaksi, on téssé tarkasteltava funktio

x +— —— aidosti vithenevé ja saa vilillé [k, k + 1] suurimman arvonsa vélin

vasemmanpuoleisessa padtepisteessd. Néin ollen jokaisella k = 2,3, ... pétee
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Koska In (In (n + 1)) — oo, kun n — oo, niin sarja hajaantuu.



