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1. Oletetaan, että (an) ja (bn) ovat lukujonoja ja, että an → a ja bn → b kun
n → ∞ . Palauta mieleesi, mistä tiedetään, että can + dbn → ca + db kun
n→∞ . (Tässä c ja d ovat reaalilukuja.)

Ratkaisu: Olkoon ε > 0 . Huomataan, että

|can + dbn − (ca+ db)| = |can − ca+ dbn − db| ≤ |can − ca|+ |dbn − db|
= |c||an − a|+ |d||bn − b| ≤M(|an − a|+ |bn − b|),

missä M = max{|c|, |d|, 1} .
Nyt on olemassa n1 ∈ N siten, että |an − a| < ε/2M , kun n > n1 , ja on
olemassa n2 ∈ N siten, että |bn − b| < ε/2M , kun n > n2 .

Olkoon nε = max{n1, n2} . Nyt

|can + dbn − (ca+ db)| ≤M(|an − a|+ |bn − b|) < M
( ε

2M
+

ε

2M

)
= ε,

kun n > nε .

2. Oletetaan, että sarjat
∑∞

k=1 xk ja
∑∞

k=1 yk suppenevat. Osoita edellisen teh-
tävän avulla tarkasti, että sarja

∑∞
k=1(cxk + dyk) suppenee, ja että

∞∑
k=1

(cxk + dyk) = c
∞∑
k=1

xk + d
∞∑
k=1

yk.

(Tässä c ja d ovat reaalilukuja.) Vihje: mieti osasummien jonoja!

Ratkaisu: Merkitään X =
∑∞

k=1 xk ja Y =
∑∞

k=1 yk .

Olkoon osasummat Sn =
∑n

k=1(cxk + dyk) , S ′n =
∑n

k=1 xk ja S ′′n =
∑n

k=1 yk .

Tehtävänannosta tiedetään, että S ′n → X ja S ′′n → Y , kun n → ∞ . Sen
lisäksi

Sn =
n∑
k=1

(cxk + dyk) = c
n∑
k=1

xk + d
n∑
k=1

yk = cS ′n + dS ′′n,

kun n→∞ .

Edellisen tehtävän perusteella, saadaan Sn → cX + dY , kun n→∞ .

Eli, sarja
∑∞

k=1(cxk + dyk) suppenee.



3. Suppeneeko
∞∑
k=1

k2 + 1

k4 + 1
?

Ratkaisu: Sarja suppenee. Arvioidaan ensin sarjan termejä:

0 <
k2 + 1

k4 + 1
<
k2 + 1

k4 − 1
=

k2 + 1

(k2 + 1)(k2 − 1)
=

1

k2 − 1
=

1

(k + 1)(k − 1)
<

1

k(k − 1)
,

kun k = 2, 3, . . . .

Esimerkissä III.1.4. 3) on todettu että sarja
∑∞

k=1
1

k(k+1)
suppenee ja että∑n

k=1
1

k(k+1)
= 1− 1

n+1
. Nyt

Sn =
n∑
k=1

k2 + 1

k4 + 1
= 1+

n∑
k=2

k2 + 1

k4 + 1
< 1+

n∑
k=2

1

k(k − 1)
= 1+

n−1∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1+1− 1

n
< 2

Koska kyseessä on positiiviterminen sarja, niin sen osasummat muodostavat
nousevan jonon, ja koska nyt on osoitettu että jonolla (Sn) on yläraja, niin
se suppenee.

4. Määritä ne x , joilla
∞∑
k=1

ekx

suppenee. Vihje: Muistele koulusta geometrista sarjaa.

Ratkaisu: Tarkastellaan ensin tapausta x = 0 , eli määrätään suppeneeko∑∞
k=1 e

k·0 . Nyt osasumma

S ′n =
n∑
k=1

e0 =
n∑
k=1

1 = n→∞, kun n→∞,

eli sarja hajaantuu.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta x ∈ R\{0} . Nyt osasumma

S ′′n =
n∑
k=1

ekx =
n∑
k=1

(ex)k = ex
n−1∑
k=0

(ex)k
(1)
= ex

1− (ex)n−1

1− ex
=
ex − enx

1− ex

Koska ex ja 1−ex ovat tässä tapauksessa vakioita, niin sarjan (S ′′n) suppenee
vain kun (enx) suppenee. Sarja (enx) suppenee silloin kun |ex| < 1 , ja

|ex| < 1⇔ ex < 1⇔ ln ex < ln 1⇔ x < 0

Eli, sarja
∑∞

k=1 e
kx suppenee vain kun x < 0 .

(1) Tässä käytettiin geometrisen sarjan summaa

n∑
k=0

aqk =
a(1− qn)

1− q
, kun q 6= 1


