Analyysi I ja II lisamateriaalia
HAARUKOINTI

Tassa kasitellaan kootusti sellaisia differentiaali- ja integraalilaskennan
kurssin kysymyksia, joissa joudutaan syventyméan lukusuoran hienovaraisimpiin
ominaisuuksiin. Siis eraita asioita, joita syksylla sivuutettiin luennolla odot-
tamaan mychempaé pohtimista. Samaan kokonaisuuteen kuuluu myos jatku-
vien funktioiden integroituvuuden taustalla oleva tasainen jatkuvuus.

Naille kysymyksille ovat yhteisia seuraavat piirteet:

e niissa joudutaan menemaan tosi syvalle reaalilukujen perusominaisuuk-
sissa ja kayttdmaan supremumien ja infimumien olemassaoloa nokke-
lasti (siis sitd, mitd reaaliluvuista tiedetddn enemmaén kuin rationaalilu-
vuista)

e ne eivat pida paikkaansa jos reaaliluvut korvataan rationaaliluvuilla;

e niiden todistamiseen on monta vaihtoehtoista lahestymistapaa, joista
esim. Myrbergin kirjaan on valittu erilaiset kuin monisteeseen.

Seuraavassa nuo lauseet todistetaan kayttaen ideaa haarukoimisesta. Kou-
lusta haarukoiminen on tuttu esim. funktion nollakohdan likiarvon maaritta-
misen yhteydesta. Mutta nyt ajatuksena on kayttda haarukointia tapana
TODISTAA matemaattisia vaitteita.

Alla olevat todistukset on kirjoitettu hiukan viitteellisesti. Tarkoitus on,
etta jokainen lisda kynan ja paperin kanssa niin paljon yksityiskohtia, etta
paattelyt tulevat selviksi. Ja neuvoa saa kysya luennoitsijalta.

Lemma 1 Oletetaan, etti I; = [ay,bi],ls = [ag,bs), Is = |ag,bs],... ovat
sisakkdisid suljettuja valeja. Siis

a; <ay <az3<...<b3<by <0y

Tdalloin on olemassa reaalilukuja c, jotka kuuluvat jokaiselle valille I, =
lan, b,]. Toisin sanoen a, < ¢ < b, kaikilla n.



Tama tulos voidaan ilmaista myos sanomalla, etta valien I, leikkaus on
epatyhja

NI #0
=1

ja etta reaaliluku c luuluu sithen
i=1

Todistus. Koska vilit ovat sisdkkaisia, jokainen oikeanpuoleinen paatepiste
b, on kaikkien vasemmanpuoleisten paatepiteitten a; muodostaman joukon

A={a;|i=1,2,3,..}

ylaraja. Siksi on olemassa tdmén joukon supremum sup A = c¢. Nyt en-
sinnékin a,, < c kaikilla indekseilla n, koska ¢ on joukon A ylaraja. Toisaalta
koska ¢ on joukon A yldrajoista pienin ja jokainen b, on joukon A ylaraja,
tiedamme myos, etta ¢ < b, kaikilla n. Siis kaikilla n patee a,, < ¢ < b, ja
siksi ¢ kuuluu kaikille véleille 1,, = [ay,, b,]. M.O.T.

Lemma 2 (Jatkoa edelliseen.) Oletetaan lisiksi, etti b, — a, — 0 kun n —
oo. Tdlloin vdlien I, = [an, by| leikkaus sisaltdd tasmdlleen yhden pisteen.

Todistus. Jos ¢ < d olisivat kaksi eri pistetta, jotka kuuluvat kaikkiin
véleihin I, = [ay, b,], niin kaikilla n olisi oltava a,, < ¢ < d < b,. Talléin
erotus b, — a,, olisi aina vahintadn positiivinen vakio d — ¢. Toisin sanoen ei
voisi olla, etta b, — a,, — 0 kun n — co. M.O.T.

Edella olevat tulokset edellyttavat, etta tarkastellaan suljettuja valeja.
Sisakkaisten avoimien vélien leikkaus voi olla tyhja. Esimerkiksi

Tarkoituksena on soveltaa edellisid lemmoja differentiaalilaskennan vaikei-
den lauseiden todistamiseen. Aluksi haetaan kuitenkin tuntumaa kaytetta-
vasta haarukointiajattelusta todistamalla Bolzanon lause. Talle lauseelle on



esitetty suoremmin supremumien olemassaoloon perustuva ja siina mielessa
parempi todistus sekd monisteessa etta Myrbergin kirjassa. Seuraavassa
todistuksessa on kuitenkin hauskaa se, ettd siina nollakohdan likiarvojen
maarittaminen haarukoimalla muuttuukin nollakohdan olemassaolon todis-
tukseksi.

Lause 3 Oletetaan, etti f : [a,b] — R on jatkuva ja, ettd f(a) < 0 ja
f(b) > 0. Tallgin on olemassa piste ¢ € [a,b], jolle pdtee f(c) = 0.

Todistus. Edetéaén aivan kuten koulussa haarukoiden. Merkitédén I, = [a, b].
Jos I on vélin [a, b] suljettu osavéli, niin merkinnalla P(I) tarkoitetaan, etta
funktion f arvo valin [ vasemmassa paatepisteessa on negatiivinen ja oikeassa
paatepisteessa on positiivinen.

Merkinnalla I, tarkoitetaan valin [ vasenta puolikasta ja merkinnalla I,
sen oikeaa puolikasta. Siis esimerkiksi [0,1], = [0, 1] ja [0,1], = [3,1].

Pohditaan arvoa f(z) missd & = £(a + b) on vélin [a, b] keskipiste. Jos
sattumalta olisi f(x) = 0, niin véite olisi todistettu. Voidaan siis olettaa, etta
f(z) > 0 tai f(z) < 0. Edellisessi tapauksessa vélin I, = [a, b] vasemmalla
puolikkaalla [ = I , = [a, z] ja jalkimmaisessé tapauksessa vélin I, = [a, b]
oikealla puolikkaalla I = I , = [z, b] on ominaisuus P([).

Sovitaan nyt, etta edellisessa tapauksessa I on [, ja jalkimmaéisessa
tapauksessa [ on [ ,.

Talloin Iy on valin I suljettu osavali, jonka pituus on puolet valin Iy
pituudesta. Lisiksi patee, ettd P(I5).

Seuraavaksi tarkastellaan aivan samoin valin I, puolikkaita ja valitaan
vali I3 olemaan vélin [, vasen tai oikea puolikas I, tai I, nin, etta ehto
P(I3) péatee.

Jatkamalla tata joko

e kohdataan jossain vaiheessa tarkasteltavan osavalin keskipiste, jossa f
saa arvon 0;

e tai sitten saadaan jono sisdkkaisid valeja I} = [aq, b1], [ = [ag, bs], I3 =
las, bs], ... missé kaikilla n pétee f(a,) < 0 ja f(b,) > 0.

Jalkimmaisessa tapauksessa seuraavan valin pituus on aina puolet edel-
lisen pituudesta.

Lemmojen 1 ja 2 perusteella nailla valeilla on tasmalleen yksi yhteinen
piste c.



Koska nyt lima,, = ¢, on lim f(a,) = f(c). Siksi f(c) < 0 koska f(a,) <0
kaikilla n.

Koska my®s lim b, = ¢, on lim f(b,) = f(c). Siksi f(c) > 0 koska f(a,) >
0 kaikilla n.

Siis on oltava f(c) = 0.

M.O.T.

Haarukoinnilla tarkoitetaan tassa tarinassa edellisen kaltaisia paattelyita,
joissa
1. tutkittava ongelma muotoillaan sopivan suljettujen valien ominaisuu-
den muotoon;

2. huomataan, etta valista voidaan siirtya aina sen jompaan kumpaan
puolikkaaseen, jolla on edelleen sama ominaisuus;

3. muodostetaan laskeva jono suljettuja véleja toistamalla tata havaintoa;

4. ja lopuksi sovelletaan todistettavan lauseen oletuksia siithen ainoaan
pisteeseen, joka kuuluu kaikille nain muodostetuille véleille.

Olemme valmiit todistamaan jannittavampia tuloksia.

Lause 4 Oletetaan, etti f : [a,b] — R on jatkuva. Tdlloin f on rajoitettu
valillg [a,b). (Toisin sanoen on olemassa reaaliluvvut M ja N, joille pdtee
M < f(z) < N kaikilla x € [a,b].)

Todistus.  Oletetaan, ettei tallaisia lukuja M ja N ole. Tarkastellaan
tapausta, jossa lukua /N ei ole; toinen tapaus on aivan samanlainen.

Oletetaan siis, ettd f on ylhdalta rajoittamaton vélilla [a,b]. Tehd&dan
tastd vélin ominaisuus: sanotaan, ettd vélin [a,b] suljetulla osavalilld on
ominaisuus P(7), jos f on ylhédalta rajoittamaton valilla 1.

Huomataan, ettd jos P(I) eli f on ylhédalta rajoittamaton vélilla I, niin
P(1,) tai P(I,) eli f on ylhaalté rajoittamaton vilin I vasemmalla tai oikealla
puolikkaalla.

Jos nimittdin N’ olisi yldraja vasemmalla puolikkaalla ja N” olisi yldraja
oikealla puolikkaalla, niin suurempi néista luvuista N = max(N’, N”) olisi
tietysti funktion f ylaraja koko valilla I.

Tama havainto merkitsee, etta on olemassa jono Iy, I, Is, ... I,, ... valin
I} = [a, ] sisdkkéisia suljettuja véleja, missa kaikilla n pétee, ettd P(1,,) (eli
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ettd f on rajoittamaton valilla I, ), ja ettd vili ;1 on aina vélin [, toinen
puolikas 1, , tai 1, ,.

Tasta seuraa lemmojen 1 ja 2 nojalla, ettd on olemassa tasmaélleen yksi
reaaliluku ¢, joka kuuluu kaikille valeille I,,.

Nyt tiedetaan, etta piste ¢ kuuluu kuinka tahansa lyhyille valeille, joilla
f on rajoittamaton. Mutta toisaalta funktio f on jatkuva kohdassa ¢, mista
seuraa, ettd arvo f(z) on varsin ldhelld arvoa f(c¢) kunhan x on riittdvan
lahella pistetta c. Tama vaikuttaa ristiriidalta, ja siita seuraisi, etta tekemam-
me vastaoletus olisi vaarda. Toisin sanoen funktiolla f taytyisi olla olemassa
ylaraja valilla [a, b].

Meidan riittaa siis tehda edella olevasta ristiriitapaattelysta tasmallinen.
Lahdetédan siita, etta funktio f on jatkuva kohdassa c¢. Kaytetdan jatkuvuu-
den (siis oikeastaan funktion raja-arvon) mééritelmaa. Mikd tahansa luvun
€ arvo kelpaisi nyt meille. Kaytetadn arvoa e = 1. Nyt on olemassa sellainen
positiivinen ¢, etté aina kun |z — ¢| < 4, niin

[f(z) = fle)] < 1.

Taméa antaa meille tiedon

—1<f(z) - fle) <1

ja edelleen tiedon
fle) =1 < flx) < fle) +1,

kaikille z, jotka kuuluvat avoimelle vélille ¢ — d, ¢ + §[. Tiedamme siis, etta
f on ylhéalta rajoitettu avoimella vélilla Jc — §, ¢ + 4.

Seuraavaksi etsitdan riittavén lyhyt véli I, = [an, b,]. Koska b, —a, — 0,
niin on olemassa n, jolle b, — a, < §. Koska piste ¢ kuuluu kaikille naille
vileille, tiedetddn, ettd ¢ € [ay,b,] eli a, < ¢ < b,. Téstd seuraa, ettd
c—0 <a, <b, <c+9, koska b, — a, < . Toisin sanoen suljettu véli
I, = |an,b,] on avoimen vélin |c — §, ¢ + 0 osavili (osajoukko). T&méa on
ristiriita, koska toisaalta tiedetdan, ettd f on ylhdalta rajoitettu avoimella
vélilla Je — 6, ¢+ J[ ja toisaalta se on ylhdalté rajoittamaton tdmén osavalilla
I, = [an, by).

M.O.T.

Tamaéan lauseen avulla voidaan sitten todistaa tarkeampi tulos, jota monis-
teessa kutsutaan Weierstrassin min-max lauseeksi: suljetulla valilla jatkuva



funktio saa talla valilld suurimman ja pienimmén arvon. Tulos voidaan todis-
taa toistamalla edelld olevaa haarukoinnin ideaa tai sitten napparammin
Myrbergin kirjan tapaan suoraan edellisen lauseen seurauksena tutkimalla
(suurimman arvon tapauksessa) apufunktiota

1
g(x) = S—if(:c)

missd S on funktion f arvojen joukon {f(z) | = € [a,b]} supremum — se on
olemassa edellisen lauseen nojalla. Funktio g on maéritelty ja jatkuva, jos f
El saa suurinta arvoa.

On tunnettua, etta funktion derivaatan positiivisuudesta seuraa kasvavuus.
Yleensa tama todistetaan nykyaan valiarvolauseen avulla. Mutta Matti
Lehtinen huomautti taannoin, etta kasvavuustulos on vanhempi kuin valiarvolause.
Siksi on mielenkiintoista katsoa, miten kasvavuus on todistettavissa ilman
valiarvolausetta. Lauseen jalkimmaisen kohdan todistus perustuu Eero Saks-
mannin ehdotukseen.

Lause 5 Oletetaan, etti f on jatkuva vdlilld [a, b] ja derivoituva vililld |a, b|.
(1) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €]a,b], niin f on aidosti kasvava vdililld [a, b].
(2) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €]a,b], niin f on kasvava vdlilli [a, b].

Todistus. Lauseen jalkimmaéinen kohta seuraa edellisesta kun edellista sovel-
letaan funktioihin f(x) + ax kaikilla o« > 0. (Harjoitustehtéva.)

Edellisessa kohdassa riittaa jatkuvuuden nojalla osoittaa, etta f on ai-
dosti kasvava avoimella valilla |a, b[.

Oletetaan sitten, ettd f’(z) > 0 kaikilla x €|a,b], mutta a < ¢ < d < b
ja f(c) > f(d). Tarkastellaan vélin [c,d] osavilien ominaisuutta: funktion
f arvo vasemmassa paatepisteesséd on vahintaan yhta suuri kuin oikeassa.
Tamakin siirtyy aina valilta sen vasemmalle tai oikealle puolikkaalle. Edel-
lisen esimerkkien tapaan syntyy laskeva jono suljettuja véleja, joilla on taméa
ominaisuus.

Tasta seuraa, etta on olemassa piste xg, joka kuuluu jokaiseen jonon
viliin. Tilanteesta seuraa derivaattalemman (monisteen 8.1) nojalla helposti
ristiita sen kanssa, ettd f’(zq) > 0.

M.O.T.



Edellisen lauseen ensimmist kohtaa voi vahvistaa (tutulla tavalla) jlkim-
misen avulla. Jos f/ > 0, niin ylld olevan nojalla f on kasvava. Jos f ei ole
aidosti kasvava, niin on olemassa ¢ < d joilla f(c) = f(d). T&ll6in derivaatan
médritelmén nojalla f' = 0 valilla |, d[.

Sama ilmaistuna toisin pain: jos f/ > 0 niin f on aidosti kasvava, jos
f" =0 ei pade millaéan aidolla valill4.

Seuraavaksi olisi luonnollisinta edeta jatkuvien funktioitten ominaisuuk-
sien kanssa ja todistaa jatkuvan funktion Riemann-integroituvuuden todis-
tamisessa tarvittava tieto, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on silla ta-
saisesti jatkuva. Tahan palaamme lauseessa 14.

Tama edellyttaa kuitenkin haarukoinnin idean pienta muunnelmaa ja
siksi siihen ja tasaisen jatkuvuuden kasitteeseen palataan tuonnempana. Siksi
etenemmekin seuraavaksi monisteen alkuosaan liittyviin tuloksiin.

Lause 6 (Bolzano-Weierstrassin lause) Oletetaan, ettd xy,xo, x3, ... on jono
vdlin [a,b] lukuja. Télldin silli on olemassa osajono, joka suppenee kohti
jotain lukua c € [a,b).

(Toisin sanoen: jokaisella rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.)

Todistus. Nyt haarukoinnilla on helppo saada lisatietoa siita, missa luvut
x, sijaitsevat. Merkitddn P([) ominaisuutta, ettd on olemassa darettoméan
monta indeksid (lukua) n, joilla pétee x,, € I. Oletuksen nojalla tiedetdan
siis, ettd P([a,b]).

Liséksi jos P(I), niin on on oltava P(I,) tai P(,). Jos nimittiin x, € I,
ja x, € I, vain aarellisen monella n, niin my6s z,, € I on mahdollista vain
aarellisen monella n.

Kuten aikaisemmissa todistuksissamme saamme jonon I, I, I3, ... 1,, ...
vélin ) = [a, b] sisdkkaisia suljettuja valejd. Taas kaikilla n pétee, ettd P(1,,),
ja ettd vali I,4, on aina valin I, jompi kumpi puolikas 1, ,, tai I, ,.

Siksi taas on olemassa yksikésitteinen piste ¢ € [a, b], joka kuuluu kaikkiin
valeihin I,,.

Lauseessa vaadittu jonon x1, x5, x3, . . . 0sajono saadaan poimimalla jasenia
valeilta I,,. Tarkemmin sanoen tehdaan seuraavasti. Ensin y; = x1. Merkitaan
k1 = 1, joten y; = xg,. Sitten ky on mika tahansa sellainen indeksi, etta
ko > k1 ja yo = xk, kuuluu valille .

Seuraavaksi k3 on mika tahansa sellainen indeksi, etta ks > ks ja ys = o,
kuuluu vélille I5. Nain voidaan jatkaa loputtomiin.



Koska valien I, pituudet vahenevat rajatta ja koska piste ¢ kuuluu naille
kaikille, on helppo osoittaa, etta y, — c.
M.O.T.

Edellinen lause esitetaan toisinaan seuraavassa muodossa: jokaisella aarettomalla
rajoitetulla joukolla A on kasaantumispiste. (Joukon kasaantumispiste on
piste ¢, jota kohden suppenee sellainen jono x1, o, 3, ... joukon A alkioita,
ettd x, # c kaikilla n.)

Téama seuraa edellisesté, jos valitaan (&érettomyyden nojalla) miké tahansa
jono x1, xa, x3, ... tutkittavan joukon toisistaan eroavia alkioita. Suppenevan
osajonon raja-arvo on kaivattu kasaantumispiste.

Edellisen lauseen avulla voi todistaa helposti monia monisteen I-osan tu-
loksia.

Seuraus 7 Jokaisella lukujonolla on monotoninen osajono.

Todistus. (Tiivistelmé.) (Lause on todistettu monisteessa suoralla kombi-
natorisella péaéttelylla.)

Jos jono ei ole ylhaalta rajoitettu, niin silla on rajatta kasvava osajono.
Sellaisesta on helppo poimia aidosti kasvava osajono.

Jos jono ei ole alhaalta rajoitettu, niin silla on rajatta vaheneva osajono.
Sellaisesta on helppo poimia aidosti vaheneva osajono.

Jos jono on rajoitettu, niin lauseen 5 nojalla silla on suppeneva osajono.
Jokaisesta suppenevasta jonosta voidaan varsin helposti poimia monotoninen
osajono (— taméa vaatii vahan miettimista ...) M.O.T.

Seuraus 8 Jokainen Cauchy-jono (ts. Cauchyn ehdon toteuttava jono) sup-
penee.

Todistus. Cauchyn ehdosta seuraa helposti, ettd jokainen Cauchy-jono on
rajoitettu. Siksi Lauseen 5 nojalla jokaisella Cauchy-jonolla on suppeneva
osajono. Mutta Cauchyn ehdosta seuraa helposti, ettda koko jono suppenee
kohti samaa raja-arvoa. (Katso monistetta!) M.O.T.

Tasséa tarinassa on tarkoitus tuoda esille sitéd, etta haarukointi tarjoaa
(kirjoittajan mielestd) yhden helposti ajateltavissa olevan tavan todistaa
differentiaali- ja integraalilaskennan teoreettisimpia tuloksia. Se ei esta mai-
nostamasta muita samaan pystyvia ”yleistyokaluja”. Yhden tallaisen tar-
joavat lukujonot liitettyna lauseseen 5. Esimerkiksi monisteen sivulla 42
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on todistettu juuri talla menetelmalla se, etta jatkuva funktio on suljetulla
valilla rajoitettu. Kaydaan seruaavassa esimerkissa lyhyesti lapi tuon monis-
teen todistuksen idea.

Esimerkki 9 Oletetaan siis, ettd f : [a,b] — R on jatkuva. Osoitetaan,
ettd f on ylhéélta rajoitettu valilla [a,b]. (Samalla tavalla todistetaan, etta
se on myos alhaalta rajoitettu, ja oikeastaan samalla vaivalla todistetaan
monisteessa suoraan, ettd se on rajoitettu eli |f| on ylhdéltd rajoitettu;
tassa puhutaan ylhéalta rajoittuneisuudesta vain asian tekemiseksi hivenen
konkreettisemman oloiseksi.)

Tehdéén vastaoletus, ettéd f on ylhéélté rajoittamaton valilla [a, b]. Talloin
kaikilla luonnollisilla luvuilla n on olemassa piste z,, jolle patee f(x,) > n.

Lauseen 5 nojalla jonolla xy, x9, z3, ... on olemassa osajono yi, ¥s, ys, - - -
joka suppenee kohti erdstd pistettd xy € [a,b]. Talla pisteelld xy on sama
rooli kuin haarukointipdattelyissa esiintyvalla ”pisteella ¢”. Toisin sanoen,
vastaoletuksen kuolinkouristukset keskittyvat sinne.

Huomataan ensin, etta jokainen y; on jokin z,,. Lisaksi kaikilla £ patee
ng > k. Siksi

flyr) = f(an,) = k.

Nyt tiedamme toisaalta, etta funktion f on jatkuvuuden perusteella oltava
rajoitettu pisteen z( lahistolla. Toisaalta pisteen x( lahelle on pakkautunut
pisteité, joiden kohdalla ” f saa kuinka tahansa suuria arvoja”. Seuraavaksi
muotoillaan tama tasmallisesti ristiriidaksi.

Koska f on jatkuva kohdassa xg, on olemassa positiivinen J, jolla avoin
vali Jzg — 9,z + o[ sisdltyy véliin [a,b] ja jolla |f(z) — f(zo)| < 1 kaikille
x €|y — 0,9 + 6. Siis

—1 < f(z) = flxo) <1

eli
f(zo) =1 < fz) < f(2o) +1

kaikille « €]zg — d, 20 + 0.

Mutta koska yr — xg, patee yx €|rg — J, 29 + 0] aina kun k on kyllin
suuri (eli suurempi kuin erds kynnysindeksi ks.) Tastd saadaan ristiriita,
kun valitaan indeksi k > f(zo) + 1.



Myrbergin kirjassa kaytetdan yleistyokaluna paljon abstraktimpaa aja-
tustapaa, joka liittyy ns. avoimiin peitteisiin. Tasta pari sanaa, koska
haarukointi tepsii senkin taustalla olevaan perustietoon.

Seuraavassa suljetun vélin [a, b] avoin peite on sellainen joukon I alkioilla
indeksoity kokoelma avoimia véleja |c;, d;], jolle pitéé paikkansa, etté kaikilla
x € [a,b] on olemassa joku (mahdollisesti useita) indeksi ¢ € I, jolla z €
|es, d;[. Toisin sanoen, vélit |¢;, d;[ peittavit yhdessd suljetun vélin [a, b].

Ennen kuin edetaén, tarkastellaan yhta tarkeda esimerkkia avoimen peit-
teen kasitteesta.

Esimerkki 10 Oletetaan, ettd f : [a,b] — R on jatkuva. Sovelletaan
jatkuvuuden maaritelmaa kaikkialla epsilonin arvoon 1. Talloin kaikilla
x € [a,b] on olemassa positiivinen luku d,, jolle kaikilla pisteilld y pétee:
jos y €|x — 0y, x + 0[, niin |f(y) — f(z)| < 1. (Voimme edelld tarvittaessa
pienentdd lukua 0, niin, ettd koko véli |z — d,,z + J,[ siséltyy suljettuun
véliin [a, b].)

Nyt pisteilld z € [a, b] indeksoity suljettujen vélien |z — d,, x + 0, [ perhe
muodostaa vélin [a, b] avoimen peitteen.

Jos katsoo Myrbergin kirjaa, loytaa sielta jonkin verran yleisemman kasit-
teen. Siella avoimien vélien |¢;, d;[ asemesta puhutaan avoimista joukoista A;.
(Avoimista joukoista ei puhuta nykyééan talla kurssilla.)

Mutta avoimen joukon maaritelmasta seuraisi, etta avoin joukko on eraiden
avoimien vélien yhdiste. Siksi seuraava lause on todellisuudessa vaikkei
naennaisesti yhta voimakas kuin Myrbergin kirjassa esitetty saman niminen
tulos.

Lause 11 (Heine-Borelin lause) Jos joukon I alkioilla i indeksdity kokoelma
avoimia vdlejd |c;, d;[ muodostaa suljetun vdlin [a,b] avoimen peitteen, niin
on olemassa sellaiset aarellisen monta indeksia iy,...,1,, ettd jo avoimet
valit |c;,, dy, [, .. ., ]ei,, di, | muodostavat suljetun vélin [a,b] avoimen peitteen.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettei vilien |¢;, d;[ muodostamalla peitteelld
ole aarellista osapeitetta. Johdetaan tasta ristiriita haarukoimalla.
Vastaoletuksen mukaan mitkédén &érellisen monta véleista |c;, d;| eivét
yhdessé peita koko vélia [a, b]. Ajatellaan tata tilannetta vélin [a, b] suljettu-
jen osavilien ominaisuutena. Oletetaan, ettd I on vilin [a, b] suljettu osavéli.
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Merkitddan P(I), jos mitkéaan dérellisen monta véleisté |¢;, d;[ eivit yhdessd
peitd koko vélid I. Siis vastaoletuksen perusteella P(I).

Taas on helppo huomata, ettd jos P(I), niin joko P(I,) tai P(l,). Jos
nimittain valin I molemmat puolikkaat voisi peittaa aarellisen monella muo-
toa |¢;, d;[ olevalla avoimella vélilld, niin silloin tietysti my6s koko vélinkin
voisi peittad: kootaan yhteen ne #érellisen monta avointa vélia |¢;, d;], joilla
voidaan peittaa vasen puoli ja ne, joilla voidaan peittaa oikea puoli. Kootut
aarellisen monta avointa valia peittavat koko vélin 1.

Kuten aikaisemmissa paattelyissamme, saamme sisikkaisten suljettujen
vélien jonon Iy, Iy, I3, ... I,,.... Taas I} = [a,b] ja taas kaikilla n pétee, ettd
P(1,,) ja edelleen, etté véli I,4; on aina vélin [, jompi kumpi puolikas I,,,
tai Ip, 0.

Siksi jélleen kerran on olemassa yksikésitteinen piste ¢ € [a, b], joka kuu-
luu kaikkiin véleihin 7,,. Koska ¢ € [a, b], on olemassa iy € I, jolle ¢ €]c;,, d;, |-

Paadymme ristiriitaan valitsemalla kyllin lyhyen valin 7,,. Tarkemmin
sanoen toimitaan seuraavasti. Merkitdan r = min(c — ¢;,,d;, — ¢). Koska
sisakkaisten suljettujen valiemme pituudet vahenevat rajatta, on olemassa
I,,, jonka pituus on pienempi kuin r.

Téllaisen vélin I,, on kokonaisuudessaan sisillyttava avoimelle vélille |¢;,, d;, [-
Tosin sanoen véli |¢;,, d;, | peittdd sen yksindén. Mutta toisaalta tieddmme,
ettd P(I,) eli ettei valid I, voi peittdd adrellisen monella valilla |c;, d;|.
Olemme saaneet ristiriidan.

M.O.T.

Tamakaan lause ei pida paikkaansa, jos suljettu vali korvataan avoimella
valilli. Esimerkiksi vélit |1, 1[ muodostavat vélin ]0, 1[ avoimen peitteen,
jolla ei ole aarellista osapeitetta.

Esimerkki 12 Jatketaan esimerkkia 8. Jos sovelletaan Heine-Borelin lausetta
Esimerkin 8 peitteeseen, niin saadaan #érellisen monta valin [a, b] pistetta
x1,...,T,, joita vastaavat valit

|21 — 0pyy T+ Ouy [, JT0n — Opyy T+ 0, [

peittavit koko suljetun vélin [a, b]. Kun muistetaan, miten valit |z —d,, x40,
valittiin, huomataan, etta pisteet x1, ..., x, tavallaan kontrolloivat funktion
f kulkua vélilla [a, b]. (Piirrd kuval!)

Nyt on helppo johtaa harjoitustehtavana tieto, etta f on rajoitettu valilla
[a,b] (vetoamatta lauseeseen 4).
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Nyt palataan jatkuvien funktioitten perusominaisuuksiin ja aikaisemmin
luvattuun jatkuvien funktioiden integroituvuuteen tarvittavaan lisatietoon.

Funktio f : [a,b] — R on tasaisesti jatkuva valilla [a, b], jos kaikilla e > 0
on olemassa sellainen § > 0, ettd |f(z) — f(y)| < € pitdd paikkansa aina kun
x,y € [a,b] ja |z —y| <.

Tasainen jatkuvuus eroaa toisin sanoen jatkuvuudesta siina, etta lukua e
vastaava ”pieni etaisyys” 0 ei riipu siitd, mita kohtaa vélia [a, b] tarkastellaan.

Esimerkki 13 Funktio f :]0, 1[— R maéritellazn yhtalolla f(z) = 1. Se on
jatkuva muttei tasaisesti jatkuva.

Seuraavan lauseen todistuksessa kaytetddn taas haarukointia. Mutta
koska lauseessa pohditaan kahteen pisteeseen x ja y liittyvaa tilannetta,
joudumme muuttamaan hiukan haarukointimenettelyamme.

Lause 14 Oletetaan, etti f : [a,b] — R on jatkuva. Tdlloin se on tasaisesti
jatkuva.

Todistus. Léhdetaéan taas liikkeelle vastaoletuksesta. Oletetaan siis, ettéa
€ on sellainen positiivinen luku, ettei mikdan positiivinen 6 toteuta edella
esitettya tasaisen jatkuvuuden méaaritelmaa.

Tehdéén tésté taas valin ominaisuus: sanotaan, ettéd vilin [a, b] suljetulla
osavélilld I on ominaisuus P([), jos mikéén positiivinen ¢ ei toteuta vlilla [
tasaisen jatkuvuuden ehtoa luvulle e. Ominaisuus P(I) tarkoittaa siis, ettd
kaikilla 0 > 0 on olemassa pisteet x,y € I joille |[zx—y| < dja|f(z)—f(y)| > €.
Vastaoletuksen nojalla tiedetaén, ettd P([).

Jos nyt suorittaisimme haarukointia aikaisemmalla tavalla, voisi kayda,
etta "hankalista pisteista” x ja y toinen olisi aina valin vasemmassa ja toinen
oikeassa puolikkaassa. Tama hankaluus hoidetaan helposti muuttamalla
valin vasemman ja oikean osan maaritelmaa.

Jos I on suljettu vali, niin (tdmén todistuksen ajan) I, ja I, ovat vélin [
vasen ja oikea %—osa, jonka pituus on siis % valin I pituudesta. Esimerkiksi
[0, 1], = [0, %] ja [0,1], = [%’ 1].

Nyt on helppo osoittaa, ettd jos I on vélin [a,b] suljettu osavéli ja jos
P(I), niin P(I,) tai P(I,).

Todistamme taman vaitteen. Jos nimittain kummallakaan vélilla I, ja I,
ei olisi ominaisuutta P, niin olisi olemassa sellaiset positiiviset luvut 9, ja d,,
etta

[f(x) = f(y)| <e
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pitaa paikkansa aina kun
x,y € Iy jalz —y| <,

ja aina kun
z,y € I, ja |x —y| < .

Nyt on helppo 16ytda yksi kynnysetaisyys 9, joka soveltuu koko vélille I.
Valitaan

1
d = min(d,, 0y, gvélin[a, b|pituus).

Jos nyt |x —y| < 6, niin |z —y| < d,, |x —y| <, ja pisteiden x ja y on oltava
samassa puolikkaassa I, tai I,. Siksi |f(z) — f(y)| < € eikd P(I) voisi pétea.
Viite on siis todistettu.

Nyt voimme jatkaa aikaisempien haarukointitodistusten tapaan. Saamme
siis jonon Iy, Iy, I3, ... I,,... valin I; = [a, b] sisdkkaisid suljettuja osavileja.
Taas kaikilla n patee, ettd P(1,), ja ettd véli I,,1 on aina vélin [, jompi
kumpi osa I, , tai I, ,.

Siksi taas on olemassa yksikésitteinen piste ¢ € [a, b], joka kuuluu kaikkiin
valeihin 1,,.

Kuten lukija arvaa, saamme taas ristiriidan soveltamalla funktion f jatku-
vuutta kohdassa c. Jatkuvuuden nojalla ldhella pistetta ¢ saadut arvot ovat
ldhelld arvoa f(c). Mutta meitd kiinnostaa se, miten lahelld toisiaan namé
arvot ovat. Tarkemmin sanoen haluamme ristiriidan sen kanssa, etta kaksi
tallaisessa pisteessa saatua arvoa voisi olla vahintaan luvun e paassa toisis-
taan.

Tasta syysta sovellamme jatkuvuuden maaritelmaa lukuun § ja kaytamme
kolmioepayhtaloa kahden eri arvon vertaamiseksi toisiinsa.

Jatkuvuuden nojalla on olemassa positiivinen luku 4, jolle avoin vali Jc —
d, ¢ + 0 siséltyy suljettuun véliin [a, ] ja jolle kaikilla x €]c — d, ¢ + [ pétee
|f(z) = f(c)] < §. Kolmioepayhtalostéd seuraa nyt, ettéd kaikilla z,y €]c —
J, ¢ + d[ pétee

[f (@) = fW)l < |f (@) = flOl +[f(y) = flo)] <e

Kuten aikaisemmin, tasta seuraa ristiriita, koska on olemassa niin lyhyt
suljettu vali I,,, ettd se sisdltyy kokonaan avoimeen véliin J¢ — §, ¢ 4+ d[. Ris-
tiriita johtuu tietysti siitd, ettd P([,) eli on olemassa pisteet x,y € I,,, joille

[f(2) = fy)l = e
M.O.T.
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Lopuksi pari sanaa siita, miten tassa tarinassa tavattuja ilmioita kutsu-
taan ”ylemmilld” matematiikan kursseilla.

Taydellisyys tarkoittaa mm. funktionaalianalyysissa sita, etta kaikki Cauchy-
jonot suppenenevat. Toisin sanoen edella todistettiin, ettda lukusuora R on
taydellinen avaruus. (Tietoa supremumien olemassaolosta kutsutaan usein
taydellisyysaksiomiksi. Se, ettei tdssa synny ristiriitaa nimityksien kesken pe-
rustuu sithen, ettd — tassa jannittava harjoitustehtava!l — Cauchy-jonojen
suppenemisesta ja tiedosta etta % — 0 seuraa ylhaalta rajoitettujen joukko-
jen supremumien olemassaolo. Muuten, tieto % — 0 on yhtapitavaa syksyn
monisteen alkupuolella esiteltavan Arkhimedeen lauseen kanssa. Tassa taas
harjoitustehtavél)

Kompaktisuus Olemme kohdanneet useita hiukan erilaisia muunnelmia
ilmiosta, jota topologiassa kutsutaan kompaktiudeksi. Néaitd ovat mm. se,
etta jokaisella jonolla suljetun valin lukuja on suppeneva osajono seka suljet-
tuja véleja koskeva Heine-Borelin lause. Suljettu vali on kompakti avaruus.
Itse asiassa , koko tassa tarinassa on ennen kaikkea kyse suljetun valin kom-
paktiudesta ja sen seurauksista.
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