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1. Oletetaan, etté kaikilla n on
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Osoita, etta lim, ., x, =
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Ratkaisu: Olkoon € > 0. Oletetaan, ettd n on positiivinen kokonaisluku.
Talloin
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Téassa
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Valitaan luvuksi n. € N jokin lukua é > (0 suurempi kokonaisluku. T&ll6in
kun n > n., niin n > % ja siten
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2. Osoita, etté
5k —4

AT

Ratkaisu: Olkoon £ > 0. Oletetaan, ettd k on positiivinen kokonaisluku.

Talloin
5k—4 |5k —4] ) 5k—4 (i) 5k (i) 5k 5
3k2 47 CO3R247] 3K24T k247 3k 3k’
Perusteluja:

(1) k>1, joten bk —4 >0 ja 3k* +7 > 0,
(2) —4 <0, joten 5k — 4 < 5k,
(3) 7> 0, joten 3k* 4+ 7 > 3k?.



Téassa

o <e & k> 0
3k 3’

Valitaan luvuksi n. € N jokin lukua % > ( suurempi kokonaisluku. T&ll6in
kun k£ > n., niin k > ;’—E ja siten
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Nain on osoitettu, etta
bk — 4
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. Osoita, etta
ok +4

3k2—i—7_}0 kun k — oo.

Ratkaisu: Olkoon & > 0. Oletetaan, ettd k& on positiivinen kokonaisluku.
Talloin
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Perusteluja:

(1) k>1, joten 5k +4 >0 ja 3k* +7 > 0,
(2) 1<k, joten 4 < 4k,
(3) 7> 0, joten 3k?+ 7 > 3k2.

Téassa
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kun £ > n., niin k£ > g ja siten
ok +4 - 3 —.
3k2 47 k '

Néin on osoitettu, etta
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4. Oletetaan, ettd 1 < limg_o, xp < 2. (Oletus sisédltda tiedon, ettd tutkittava
jono suppenee.) Osoita, ettd on olemassa sellainen n, ettd 1 < xp < 2 kaikilla
k > n. Tamakin tehtéava on tarkoitus tehdé kidyttden suoraan lukujonon raja-
arvon madgritelméa.

Ratkaisu: Merkitddn a = limg_ o, xp. Oletuksen mukaan 1 < a < 2, joten
2—a>0jaa—1>0.0lkoon ¢ = min{2—a,a—1}, jolloin € > 0. (Luvuksi
¢ valitaan siis pienempi luvuista 2 —a ja a — 1.) Luku a on lukujonon (z,,)
raja-arvo, joten on olemassa sellainen luku n. € N, ettd |z — a|] < e, kun
k>n..

Oletetaan, ettd k > n.. Talloin |z —a| < e < 2 —a, joten itseisarvolemman
mukaan

—2—a)<z—a<2—a
= 24a<zp—a<2-—a
= —242a< xR <2
= T < 2.

Toisaalta |xy —a| < e < a—1, joten itseisarvolemman mukaan

—(a—-1)<zp,—a<a—1
= l—a<z,—a<a-—1
1<z, <2a-1
= 1 <.

4

Néin on osoitettu, ettd 1 < zp < 2 kaikilla k£ > n.. Luvuksi n voidaan siis
valita luku n.. O

5. Osoita, etta vaite

. 2n+1
lim =
n—oo 3N

1.

ei pida paikkaansa. Ratkaisussa pitaa kdyttaa suoraan lukujonon raja-arvon
mééritelmad. (Seuraisiko muuten tulos my6s tehtavéistd 1 ja monisteen
lauseista?)

Ratkaisu: Oletetaan, ettd n on positiivinen kokonaisluku. T&lloin
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3n
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Yhtéalossa (1) kdytetddn tietoa, ettd 1 < n, joten 1 —n < 0.

Téassa
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joten valitaan jokin lukua % pienempi luku, esimerkiksi 71 ja pyritdén osoit-

tamaan, ettd jostain n:n arvosta alkaen

1
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Téassa

—1 1
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Siis jos n > 4, niin

1
3n 3n >Z'
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Lukua ¢ = }l > ( kohti ei siis ole sellaista lukua n. € N, jolla

2n+1 1 .
— 1| <e=- aina, kunn > n,.
3n 4
Niin ollen luku 1 ei ole lukujonon (221) raja-arvo. O

Tulos seuraisi my6s tehtavistd 1 ja monisteen lauseista:

Lauseen 4.1 mukaan lukujonolla voi olla enintédén yksi raja-arvo. Tehtavin 1

mukaan
. 2n+1 2 . .o 2n+1
lim = —, joten lim

£1

. Oletetaan, etta kaikilla n on
T, = (—1)"n.

Suppeneeko vai hajaantuuko jono (x,)?

Ratkaisu: Osoitetaan, ettd jono (x,) hajaantuu. Oletetaan, ettd a € R.
Oletetaan, ettd n on positiivinen kokonaisluku. Talloin

Q)
|2 —al =|(=1)"n —a| > [[(=1)"n| = al[ = [n —|a]|.

Oletetaan lisdksi, ettd n > |a| + 1. Téalloin

3)
wn—al > n—la| € n—la] > la|+1—]a]=1.

Perusteluja:

(1) kolmioepdyhtalon vasen puoli (ks. s. 7, huomautus 1),
(2) tehdyn oletuksen mukaan n > |a| 4+ 1, joten n — |a| on positiivinen,
(3) tehdyn oletuksen mukaan n > |a| + 1.

Siis jos n > |a| + 1, niin |z,, —a| > 1. Lukua € = 1 > 0 kohti ei néin ollen
ole sellaista lukua n. € N, jolla

|z, —a| <e=1 aina, kun n > n..

Luku a ei siis ole lukujonon (z,) raja-arvo.

Luku a saattoi téssd olla miké tahansa reaaliluku, joten lukujonolla (z,,) ei
ole raja-arvoa. Siis lukujono (z,) hajaantuu. O]



